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Matéria Condutora

Capitulo 5

Condutores perfeitos, inducio eletrostatica e polarizabilidade

Q¥



5.1 Introducao

0> «4F» 4> 4= = Qv



Condutor Perfeito

Ideia fisica

Um condutor perfeito é um modelo macroscépico no qual campos elétricos estaticos s3o
completamente excluidos do interior do material.

Como

[ €0V - E(r) = p(r), (1) j

segue que, no interior de um condutor perfeito, devemos ter:

[ E(r) =0, p(r) =0, re V. (5.1) j
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Consequéncia: a carga fica na superficie

Resultado central

Se p(r) = 0 no interior do condutor, qualquer carga liquida em excesso ndo pode perma-
necer distribuida no volume.

Portanto, a carga excedente acumula-se na superficie do condutor na forma de uma densidade
superficial:

o(rs).

Interpretacdo

Em equilibrio eletrostatico, o interior do condutor é neutro macroscopicamente, mas a
superficie pode sustentar uma distribuicdo de carga.
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Exemplo: esfera condutora isolada

Esfera condutora

Considere uma esfera condutora iso- LT
lada, com:
- +
@ raio R;
@ carga total Q; + +
L @ simetria esférica. ) n .
Pela simetria, + n +
2
o= Q/4rR
> Q
4T R2’
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Potencial da esfera condutora

Fora da esfera, pela lei de Gauss, o campo é igual ao de uma carga pontual @ no centro:

1 Q
= — > .
E(n) 4meq r?’ rzR
Logo,
1 Q
= —_— > R.
= gre7 72

Dentro do condutor, E = 0, portanto o potencial é constante.

QR
4megR
o(r) = 0 (52)
, > R.
dmegr
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5.2 Inducao Eletrostatica

0> «4F» 4> 4= = Qv



|deia de Cavendish

Campo externo aplicado

Na presenca de um campo externo Eey, as cargas moveis do condutor se rearranjam até
que o campo total no interior seja nulo.

> J

( N
E(r) = Bext(r) + Esar(r) = 0, reV. (2)

N~ J

Nome do fenémeno

Esse rearranjo de cargas & chamado de inducio eletrostatica.
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Figura: polarizacdo de um condutor neutro

(a) Campo externo (b) Equilibrio
/

’\/

Eext

Interpretacao

O campo externo separa levemente as cargas. A distribuicdo induzida cria Eg¢, que
cancela Eqyt no interior.
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Campo produzido pela carga superficial

A carga induzida na superficie gera um campo préprio:

1 _ /
Eeurr (1) / ds’ a(r')|'7r
S

" 4reo r—r3

Assim, a condic3o de equilibrio dentro do condutor fica:

1 r—r
E(r) = E., - Yo(f)—— = V. .
(r) o(r) + Imo /SdS a(r) P 0, re (5.3)
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Comentério microscépico

O que realmente se move?

Em um metal real, a inducdo eletrostatica ndo exige um deslocamento macroscépico de
elétrons por longas distancias.

@ As funcdes de onda eletrdnicas s3o perturbadas pelo campo externo.
@ Pequenas redistribuicdes locais produzem excesso ou déficit de carga na superficie.

@ No volume, a média macroscépica da carga perturbada é zero.

A inducdo é um fendbmeno macroscépico, mas sua origem estad em pequenas perturbacdes
microscopicas das cargas moveis.
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Momento de dipolo induzido

Para um condutor neutro em um campo externo uniforme, a distribuicdo superficial induzida pode
produzir, longe do condutor, um campo aproximadamente dipolar.

~

o= /S dSro(r). (5.4)
J

Interpretacao

O momento de dipolo mede a separacio efetiva entre regides de excesso e déficit de carga induzida.

J

Para objetos n3o esféricos, também aparecem contribuicées de quadrupolo e multipolos superiores.
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Teorema de Thomson

0> «4F» 4> 4= = Qv



Teorema de Thomson da Eletrostatica

A energia eletrostatica de um corpo condutor de forma e tamanho fixos & minima quando

a carga @ se distribui de modo que o potencial eletrostatico seja constante em todo o
corpo.

Como

potencial constante implica

O interior de um condutor perfeito em equilibrio eletrostatico é equipotencial.
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Prova: Energia eletrostatica funcional

Se p(r) é a densidade de carga no volume V/, e pqx(r) € o potencial produzido por cargas externas
fixas, a energia eletrostatica é:

4 ) N
el = 5o [ o [ 2 B0 [ 30 eyt (55)

r=rl

. J

O fator 1/2, embutido em 1/87eg, evita contar duas vezes a interacdo entre pares de elementos
de carga.

- J

notas: pag. 1-4
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Queremos minimizar Ug

A carga total é mantida fixa:

Q= /V d*r p(r).

Para minimizar Ug[p] com essa restricdo, usamos um multiplicador de Lagrange A:

I1] = Uelo] — A /V dr p(r). (5.6)

O extremo da energia ocorre quando:
[ ol = I[p+dp] — Ip] = 0. (5.7) j
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Variacdo do termo de autoenergia

No termo duplo, fazemos:

p(r) = p(r) +p(r),  p(r') = p(r') + 5p(r).

Mantendo apenas termos lineares em Jp:

87reo/d3 /d3 / [ :r’T) +5/Tr(r)/)r(l'r)] —i—/vd3r(5p(r)gaext(r)—)\/Vd3r(5p(r).
(5.8)
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Por que aparece o fator 27

O primeiro termo dentro dos colchetes pode ser reescrito trocando os nomes das variaveis mudas:

/

rer.
Como
Ir=r[=|r—r,
os dois termos lineares sdo iguais. Portanto,
1 1
X 2=
8meg 4eg

Assim,

o1 = [ ran) | o [ 2 a0 -] (5.9)

47eg [r —r|
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Condicdo de extremo

Como ép(r) é arbitraria, o termo entre colchetes deve ser nulo:
4 I

1 3, _p(r)
— = V. 1
4Teg /\/d ' Ir —r/| T ealr) =2, e (5.10)

N J

O lado esquerdo é o potencial eletrostatico total:

@tot(r) = @self(r) + Qoext(r)-

Logo,

©tot(r) = A = constante.
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Conclus3o do teorema de Thomson

Resultado

A configuracdo de equilibrio minimiza a energia quando o potencial total & constante no

condutor:
Ptot = constante.

Como

segue que

em todo o interior do condutor.
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Comentario

Os termos de segunda ordem em §p sdo positivos, portanto o extremo é um minimo de energia,
ndo um maximo.
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Exemplo 5.1: esfera condutora em
campo uniforme

0> «4F» 4> 4= = Qv



Problema

Exemplo 5.1

Encontrar o potencial produzido por uma esfera condutora de raio R colocada em um
campo elétrico uniforme

Também mostrar que a esfera adquire momento de dipolo

p = aegkp, a = 47R3.
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Geometria do problema

Esfera condutora

A distribuicdo induzida depende apenas de 6, isto é,

o =o(0).
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Potencial do campo externo

Um campo uniforme na direcdo z pode ser escrito como:

Eo = Eo2.

Como E = —V, um potencial correspondente é:

[ ext(r,0) = —Egz = —Eqr cos 6. (3) j

Dentro da esfera condutora, o campo total deve ser nulo. Portanto,

Eself = _EO~

Logo, no interior,

[ wsalf(r < R,0) = Egz = Egrcosf. (4) j
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Expansdo multipolar exterior

Fora da esfera, o potencial produzido pela carga induzida satisfaz a equacio de Laplace e pode ser
escrito como uma expans3o multipolar axial:

( N
A B C

@setf(r > R,0) = — 4+ — cos + — Pp(cos ) + - - - . (5)

L roor? r3 )

Simplificacao

A esfera é neutra, portanto n3o ha termo monopolar:

A=0.

A condicdo de contorno em r = R tem dependéncia angular apenas em cosf. Por isso, os termos

P>, P3,... ndo aparecem.
~ J
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Continuidade do potencial em r = R

O potencial deve ser continuo na superficie:

Spself(R779) = @Self(R+7 0)

Como
Sosclf(Ri,g) = EORCOS 0,
e
B
stelf(R+,9) = R2 COSH7
temos:
B
ﬁ = E()R
Logo,
B = EyR3.
Portanto

2 de junho de 2026 29 /59



Potencial total

Somando o potencial externo com o potencial induzido:

Ptot = Pext + Pself -

No interior:

orot(r < R,8) = —Egrcosf + Egrcos6 = 0.

Fora da esfera:

EoR3
Prot(r > R,0) = —Egrcos + 2 cos 6. (M)

Ou seja,
R3
prot(r > R, 0) = —Eg <r - r2) cos .
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Comparacdo com o potencial de um dipolo

O potencial de um dipolo elétrico p = p2Z é:

1 pcosé
ip(r,0) = )
pan(r.0) = =25 (®)
Comparando com
EyR3
salf(r > R,0) = 02 cos ),
r
obtemos:
P _ ERe.
Aeg
Logo,

[ p:47T60R3E0. (9) j
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Polarizabilidade da esfera

Definicao

A polarizabilidade « é definida por:

Usando

p= 47T60R3E0,

temos:

[ o = 4nR3. (10) j
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P = OéﬁoEo.

o = 47R3. (11)

Interpretacdo

A polarizabilidade de uma esfera condutora cresce com o seu volume.
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Campo elétrico externo da esfera

A partir de

R3
orot(r,8) = —Eo <r - r2> cosf,

temos, em coordenadas esféricas:

g__ 9 _ 1oy
T o T
Logo,
R3
E/(r,0)=E (1 + 2r3> cos ), (12)
R3
Es(r,0) = —Eo (1 - r3) sin . (13)
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Carga superficial induzida

Na superficie r = R,

Eo(R,0) =0,
como deve ocorrer em um condutor em equilibrio.
Além disso,
E.(R,0) = 3Eycosé.
A condic3o de contorno para a componente normal do campo é:

fora dentro __ a
EL - EL —_ T .
€0

Como Efentro = 0, temos:

[ o(0) = 3egEg cos . (14) j
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Resumo do exemplo da esfera

Lptot(r < R, 9) = 0

R3
vrot(r > R, 0) = —E <r — r2) cosf.

P = 47T60R3E0.
o = 47R3.
o(0) = 3egEg cos .
N J
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5.2.2 Densidade Superficial de
Carga



Condic¢des de contorno na superficie

Considere um ponto rs na superficie do condutor e i a normal externa.

Condi¢cdes de matching

A densidade superficial o(rs) aparece na descontinuidade da componente normal do campo elé-
trico:

N J
4 ™

i X (Eout — Ein) = 0, (5.11)

fi- (Eout — Ein) = olrs), (5.12)

€0

NS J

Para um condutor perfeito
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O campo externo é normal a superficie

Como E;, = 0, a condigdo tangencial implica:

A X Egut|s = 0. (5.13)

Portanto, imediatamente fora do condutor, o campo n3o pode ter componente tangencial.

E =0

e 1111 1

condutor

Ideia fisica

Se houvesse campo tangencial na superficie, cargas livres se moveriam ao longo do condutor.
Equilibrio eletrostatico exige que essa componente desapareca.
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Campo normal e densidade superficial

Usando E;;, = 0 também na condi¢do normal:

(5.14)

Equivalentemente,

[ o(rs) = €0 At - Eour(rs). (5.15) j
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Forma atil em termos do potencial

Se E = —V, entdo a carga superficial é determinada pela derivada normal do potencial imediatamente
fora do condutor:
4 N
aSpout
o(rs) =—e0 ——| . 15
(rs) ° o | (15)

N J

Leitura da férmula

@ 9/On=1"V,

@ o potencial é continuo na superficie;

@ a derivada normal do potencial pode saltar;

@ esse salto codifica a densidade superficial o.
o J
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Estratégia pratica

Depois de resolver o problema de potencial fora do condutor, obtemos o sem precisar calcular
diretamente a distribuicdo microscépica de carga.
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Aplicacdo: esfera em campo uniforme

Para a esfera condutora do Exemplo 5.1,

EyR3
Yout(r,0) = —Eorcos6 + (;2 cos .

Na superficie, i = ?, entdo:

N
0 EoR3
o(0) = —eo ar —Egrcosf + P cose} .
= 3egEp cos . (5.16)
J
o > 0 no hemisfério voltado para +2 e o < 0 no hemisfério oposto.

notas: pag.11-13
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Recuperando o dipolo pela carga superficial

O momento de dipolo induzido pode ser calculado diretamente de o

p :/SdS ro(r). (5.17)

Para a esfera, r = Rt e 0(0) = 3egEp cos . Pela simetria, s6 sobrevive a componente z:

pz = 27TR3/ df sinf cos 6 o(0).
0

Logo,
[ p = 4regR3Ey 2. (16) j
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Quando a simetria é quebrada

Regra geral

A densidade o(rs) raramente & uniforme.

@ Em uma esfera isolada e carregada, a simetria forca

o 9
4TR2°

@ Em uma esfera neutra submetida a campo uniforme,
o(0) = 3egEq cosb.
@ Em condutores ndo esféricos, mesmo com carga total fixa, a geometria da superficie concentra

mais carga em regides de maior curvatura.

Moral fisica

O campo externo logo fora do condutor é forte onde a carga superficial local é grande:
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Bordas afiadas: o disco condutor

Um resultado surpreendente do Zangwill é que o pode divergir em bordas macroscopicamente afiadas.
Disco condutor fino
Para um disco condutor de raio R, carga total Q e espessura muito pequena, a densidade superficial

é
g J
4 N\
Q
op)=——X 0<p<R. 5.18
(p) TRURE P (5.18)
g J
o 5 1
S
F 3 4
1 B
0.5 0.9

p/R
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Interpretacdo da divergéncia na borda

No disco,
1
R2 _ pz'
Assim, quando p — R, a densidade superficial cresce sem limite no modelo ideal.

O que isso significa?

@ A borda fina concentra linhas de campo.

o(p) ox

@ A aproximacdo de condutor perfeito com borda matematicamente afiada produz uma
singularidade.

@ Em um metal real, a borda tem raio de curvatura finito e a divergéncia é suavizada em um
valor maximo grande, mas finito.

Conexdo importante

Esse comportamento antecipa a ideia de que pontas e arestas intensificam o campo elétrico local.
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Resumo da secdo 5.2.2

Resultados essenciais

@ O campo dentro do condutor é nulo:

Ein = 0.
@ Logo fora da superficie, o campo é normal:
i x Eout =0.

@ A carga superficial determina o campo normal:
N
Eout = A—.

€0

o A densidade superficial pode ser extraida do potencial:

ado
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Screening e shielding

Ideia central

Condutores podem reduzir ou eliminar o campo elétrico em uma regido escolhida do espaco.

No Zangwill, a situagdo canénica é um condutor neutro com uma cavidade vazia no seu interior.
@ Uma carga externa polariza a superficie externa do condutor.

@ O campo no material condutor é nulo.

@ O ponto essencial € mostrar que o campo dentro da cavidade vazia também é nulo.

Resultado de blindagem

Uma amostra colocada dentro da cavidade vazia fica protegida dos efeitos eletrostaticos de cargas
externas.
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Condutor com cavidade: carga externa

cavidade vazia

Mensagem da figura

A carga externa induz o na superficie externa, mas n3o produz campo eletrostatico dentro
da cavidade vazia.
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Prova: suponha que ha campo na cavidade

Suponha, por contradi¢do, que existe um campo E.,, # 0 dentro da cavidade.

Linha de campo hipotética

Uma linha de campo na cavidade sairia de uma regido positiva da parede interna, em A, e
terminaria em uma regido negativa da parede interna, em B.

Agora fechamos o caminho:
@ de A até B, seguimos a linha de campo dentro da cavidade;

@ de B até A, voltamos por um caminho dentro do material condutor.

Fato eletrostatico

Como V x E =0,

%dﬂ-E:O.
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Integral de linha e contradicdo

No caminho fechado descrito:

B A
o:fdff:/ d£|Em|+/ d2 - Econa. (17)
A B

Mas, no material condutor,

Econa = 0.
Logo,

B
0:/ 0 |Eun]. (5.34)
A

O integrando é positivo. Portanto, a Gnica possibilidade é

Ecav = 0.
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Consequéncias para a cavidade vazia

Se a cavidade esta vazia e as cargas est3o fora do condutor, ent3o:

Ecav =0, (cay = constante. (18)

Superficie interna

Como a cavidade faz o papel de “lado de fora” para a parede interna, usamos

o = eoh - Ecay.

Portanto,

Oparede interna — 0.

Blindagem

Toda a redistribuicdo de carga necessaria para cancelar o campo ocorre na superficie externa do condutor.
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Carga dentro da cavidade

A blindagem n3o é simétrica: uma carga colocada dentro da cavidade n3o fica escondida do mundo
exterior.

Inducao nas duas superficies

O condutor desenvolve carga superficial tanto na parede da cavidade quanto na superficie externa.
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Por que ha campo do lado de fora?

Considere uma superficie gaussiana que envolve todo o condutor e a cavidade. Se ha uma carga g dentro da
cavidade,

~

?fds.E:M. (19)
S
J

Condutor inicialmente neutro

A parede interna adquire carga total —q. Para conservar a carga total do condutor, a superficie externa
adquire +q.

)

Assim, uma superficie gaussiana externa enxerga carga liquida g. Logo, o campo externo n3o pode ser nulo em
geral.

Comentario do Zangwill

O campo fora do condutor ndo depende da posicido exata da carga dentro da cavidade. A prova completa
aparece mais adiante, em teoria do potencial.

2 de junho de 2026 56 /59



Gaiola de Faraday

Aplicacao pratica

Uma cavidade condutora funciona como uma gaiola de Faraday: cargas externas rearranjam a
carga na superficie externa, mas n3o criam campo eletrostatico no interior vazio.

@ O condutor sélido ideal realiza blindagem perfeita em eletrostatica.

@ Uma malha metalica pode funcionar quase t3o0 bem para campos eletrostaticos, desde que os furos
sejam pequenos em relac3o a escala espacial do problema.

@ A blindagem depende da conectividade condutora e da condicdo E = 0 no metal.

Cuidado conceitual

Blindar uma regido contra cargas externas n3o significa esconder cargas internas do exterior.
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Resumo da se¢do 5.3

Resultados principais

@ Um condutor perfeito tem E = 0 em seu material.

@ Se a cavidade interna esta vazia, ent3o também
Ecov = 0.

o A prova usa § d€-E =0 e a positividade de ff d? |Ecay|.
o Cargas externas induzem carga apenas na superficie externa.

e Cargas dentro da cavidade induzem carga na parede interna e na superficie externa;
nesse caso, ha campo fora do condutor.
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Ideias principais

@ No interior de um condutor perfeito:

o Carga excedente fica na superficie.
@ Um campo externo induz uma distribuicdo o(rs).
@ A distribuicdo induzida cria um campo que cancela o campo externo no interior.

@ O equilibrio eletrostatico minimiza a energia: este é o teorema de Thomson.
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