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Motivacdo para a Expansdo Multipolar

Escalas fisicas muito diferentes

Em muitos problemas fisicos, o observador estd muito distante da distribuicdo de cargas.

Exemplos:
@ particulas subatémicas;
atomos e moléculas;

distribuicdes bioldgicas de carga;

nacleos atémicos observados pelos elétrons.
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Ideia central
Se estamos muito longe da fonte, ndo precisamos conhecer todos os detalhes microscépicos da

distribuicdo de cargas.
Podemos construir uma aproximacdo sistematica do potencial eletrostatico valida para grandes

distancias.

Distribuicdo localizada

Chamamos a distribuicdo de cargas de localizada quando ela ocupa apenas uma regido
finita do espaco, de tamanho tipico R.
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ldeia central do capitulo

Problema fisico

Queremos calcular o potencial eletrostatico produzido por uma distribuicdo localizada de
carga.
\§
( (r)
1 P 3,/
r) = d’r. 4.1
#(r) 47reg [r — | (4.1)
-

Consequéncia fisica

O potencial pode ser escrito como uma soma de termos sucessivos:

monopolo — dipolo — quadrupolo — - - -

Cada termo carrega informacdes diferentes sobre a geometria da fonte.
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Ideia da expansdao multipolar

Se a carga estd concentrada numa regido de tamanho R e o observador esta longe,

r> R,

entdo podemos aproximar o potencial por termos sucessivos.
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Geometria do problema

Figura 4.1: distribui¢3o localizada de carga dentro de uma esfera de raio R, com ponto de observacdo em r > R.

Interpretacao

O vetor r’ localiza os elementos de carga dentro da distribuicdo, enquanto r aponta da
origem até o observador.
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Por que podemos expandir?

Hipétese de campo distante

Como toda a carga esta dentro de uma esfera de raio R, temos
IFl <R.
Para um observador distante,
Ir'| < |rl.
- J
4 N
1 1, 1 1,,__1
=——1 V-4 zrrV;Vj—4---. 4.2
r—r| r P TRlVivIT (42)
J

Notas: pag. 1-5
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Primeiro passo: calcular o gradiente

Gradiente de 1/r

Como
r:«’x2—|—y2—|—22,
temos
or X
aX,' N r
g J
4 N
1 1 0r X;
Vo= —_ 1
"r r2 0x; r3 (1)
N J
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Portanto,
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Segundo passo: o termo dipolar
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Substituindo no potencial

Substituimos a expansdo na integral de Coulomb:

0= g [ o) [F+ 550+ (@
= 47eg p r3
Separando os termos:
1 1 / 3./ r / / 3./
o) = g |1 [ AV 4 G [P 8 (43)
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Momento monopolar

O primeiro momento multipolar é simplesmente a carga total:
- J
(" N
Q= /d3r’p Z - (4.4)
N J
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Logo, o primeiro termo do potencial é

-

wo(r) = 47'['60(3. (5)

N J

Interpretacao

A grandes distancias, uma distribuicdo com @ # 0 parece uma carga pontual.

- )
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Momento de dipolo elétrico

O momento de dipolo mede a separacdo efetiva entre cargas positivas e negativas.
- J
4 ™\
p= /d3r/ p(rl)r/ — Z Jola- (45)
(0%
- J
O termo dipolar do potencial fica
1 p-r
o(r) = — 21 48
Paip(r) Ameg r3 (48)
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Momento de quadrupolo

Definicdo usada no texto

1 [ 3 1
Qij = > /d r'p(r’)r,-'rf = 2za:qarairaj' (46)

Interpretacao

O quadrupolo mede uma informag¢do mais refinada sobre a forma espacial da distribuicdo
de carga.
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Expansdo multipolar final

Hierarquia em r
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Resumo conceitual

Hierarquia multipolar

Q—p—Qj—

Quanto mais longe estamos da distribuicdo, menos detalhes espaciais conseguimos enxer-
gar.

-

Mensagem central

O primeiro momento multipolar ndo nulo determina o comportamento dominante do po-
tencial a grandes distancias.
- J
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O dipolo elétrico

Quando o dipolo domina?

Se a carga total é nula,
Q =0,
o termo monopolar desaparece. Ent3o o primeiro termo relevante é o dipolo.
N\ J
4 N
1 p-r
r) = —, r> R. 4.8
o0 = s (43)
\_ J
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Dependéncia da origem

Mudanga de origem

Se deslocamos a origem por um vetor d, entdo

r=r +d.

O novo momento de dipolo é

o= [ o) = [ rot)ie-a). (6)
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Dipolo e carga total

Continuando:
p = /d3rp d/d3rp (7)

Usando as definicdes:

4 N\
p'=p— Qd. (4.9)
. .
Se Q =0, entdo
/ — p
Portanto, para sistemas neutros, o momento de dipolo ndo depende da origem.
- /
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Campo elétrico de um dipolo

Partimos de
E=—-Vop.
Para o potencial dipolar:
1 p-r
= — 8
o) = s ®)
O resultado é
1 3¢(f-p)—p
E(r) = . 4.10
(r A7eg r3 (4.10)

Notas: pag. 6-7
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Dipolo alinhado com o eixo z em Coordenadas Polares

Escolhemos

p = pz

Usamos a identidade

[ 2 =cosff —sindo. (9) j

Também,

f-p= pcosh.
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Campo em coordenadas esféricas

Substituindo em (4.10):

E— 1 3pcos€?—p(cos€?—sin9@)‘ (10)
4reg r3

Agrupando termos:

p A
E(r,0) = reer? [2c059r+5|n90 . (4.11)

Notas: pag. 8-9
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Linhas de campo do dipolo

P

Figura 4.3: linhas de campo de um dipolo elétrico.

Componentes

Da equagdo (4.11):
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Deducdo das linhas de campo

A equagdo diferencial das linhas de campo é

dr E,
_ Er 11
rdd Ey (11)
Substituindo:
dr 2cos b
= — . 12
rdo sind 2cotf (12)
Logo,
# = 2cotf df. (13)
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Integracdo das linhas de campo

Integramos:

/drr :2/cot0d9. (14)

Como

/cotHdH = In(sin ),
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temos

[ Inr=2In(sinf) + C. (15) j

Portanto,

[ r = ksin?6. (4.12) j
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Exemplo 4.1

Enunciado

Seja E(r) o campo elétrico produzido por uma densidade de carga p(r) inteiramente contida
em uma esfera V de raio R. Mostrar que

p= —360/ d3rE(r).
v

Vamos integrar o campo dentro da esfera e relacionar o resultado aoc momento de dipolo
da distribuic3o.

Notas: pag 13-15
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Exemplo 4.1: ponto de partida

Pela lei de Coulomb,

r—s
E(r) = d? — 1
()= g [ Porla = (16)
Integramos sobre o volume V:
1/ d3rE(r) = 1/ d3r/d3s pls) r=s (17)
74 % Vv Vv 471'60 |r — S|3‘
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Exemplo 4.1: trocando a ordem

Trocando a ordem das integrais:

1 1 r—s
— | &#re(n=— [ d&° /3 1
v e =4 [asne [Wo R (18)
Como
r—s=—(s—r),
podemos escrever
1 1 1 s—r
— | &Bre(r)=-= [ &3 /d3. 1
v e =g [@spo| o [ @it (19)
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Exemplo 4.1: interpretacdo do colchete

Observacao importante

O termo entre colchetes &€ o campo elétrico no ponto s produzido por uma esfera de raio
R, uniformemente carregada com densidade unitaria.

Pela Lei de Gauss, para s < R:

1
Ees era = 5 > 20
fera(s) 3605 (20)
Para s > R:
V s
Eesfera(s) = 47'(‘60 573 (21)
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Exemplo 4.1: caso em que toda a carga esta dentro

Como a carga esta inteiramente dentro de V/, usamos apenas s < R:

1 3 3 s
— . 22
V/Vd rE /d ) (22)
Mas
p:/ d3s p(s)s. (23)
v
Logo,
1 [ 4 1
d E(r)= ——p. 24
v |, e =~ (24)
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Exemplo 4.1: resultado final

Multiplicando por V:

1
3 - -
/\/d rE(r) = 3eop. (25)
Portanto,
4 )
b= —3c / PrE() (26)
%
N J

Interpretacao

A integral volumétrica do campo dentro da esfera contém exatamente a informacdo do
momento de dipolo da distribuicio.
& .
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4.2.1 O Dipolo Elétrico Pontual

Construcdo de Maxwell

Um dipolo pode ser construido a partir de duas cargas iguais e opostas, separadas por
uma distdncia muito pequena.

- )

4 I
p=gb (4.13a)

N\ J

Limite de dipolo pontual

Tomamos o limite em que a separacdo entre as cargas vai a zero, mas o momento de

dipolo p permanece finito.
- J
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Potencial do Dipolo Pontual

+¢/'s

(4.13)

Interpretacao

O potencial do dipolo é obtido aplicando uma derivada
direcional ao potencial de uma carga pontual.

Ideia fisica Figura 4.5: Um dipolo com carga total Q =0 e

Um diol | inf ~ b . 50 d momento de dipolo p = gb. O potencial é
m dipolo pontual carrega informagao sobre a orientagdo da medido no ponto de observacio P. O & a

distribuicdo de carga. origem das coordenadas.
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Densidade de Carga do Dipolo Pontual

Usando a equacao de Poisson

A densidade de carga associada ao dipolo pontual pode ser obtida a partir de

pp(r) = —eoV2p(r).

Comentario

Essa densidade é singular: ela ndo descreve um dipolo fisico real, mas &€ uma idealizacio
matematica atil.

Notas: pag: 16-20
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4.2.2 A Singularidade na Origem

Problema

Para r # rg, o campo do dipolo pontual é dado pela expressdo usual do campo dipolar.

Questao

O que acontece exatamente no ponto r = rp?

Como o dipolo pontual foi construido a partir de cargas pontuais, esperamos que também
apareca uma funcdo delta no campo elétrico.
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Contribuicdo Singular do Campo

Resultado da integracdo esférica

Para um volume esférico centrado em rg, obtém-se:

Significado

O campo dipolar regular, sozinho, ndo captura completamente o comportamento no ponto
singular.
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Campo Completo do Dipolo Pontual

- ?P 5(r —ro)

Ir—rol3

£y — [3ﬁ(ﬁ-p)—p 4r ]

J

Mensagem
O termo com delta corrige o campo exatamente na posicdo do dipolo.
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4.2.3 A Forca sobre um Dipolo

Campo externo lentamente variavel

Considere uma distribuicdo neutra de carga p(r') submetida a um campo externo E(r)
que varia lentamente no espaco.
- J
4 N\
L E(r') =E(r)+[(r —r)- V]E(r) + - - (4.17)
J

Expandimos o campo em torno de um ponto de referéncia dentro da distribuicdo.
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Primeira Contribuicdo Ndo Nula

Distribuicdo neutra

Como a carga total é zero, o termo constante da expans3o n3o contribui para a forca
total.
J
4 N
F= /d3r' p(rE(r) = /d?’r’p(r’)(r’ - V)E(r) (4.18)
N J

Consequéncia

A forca depende do momento de dipolo da distribuicdo.

Notas: pag. 25-27
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[ F=(p-V)E(r) (4.19) ]

Leitura fisica

A forca aparece quando o campo elétrico muda de ponto para ponto.

Conclus3o importante

Um campo elétrico uniforme pode produzir torque em um dipolo, mas n3o produz forca
resultante sobre um dipolo neutro.
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Forma Alternativa da Forca

Quando p é constante

Se V x E =0 e p n3o depende da posicio, entdo:

[ F=V(p-E) (4.20) j
Interpretacdo
A forca aponta na direcdo em que a energia de interacdo varia mais rapidamente.

Notas: pag. 28-31
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Derivacdo com a Densidade Singular

Dipolo pontual equivalente

A forca também pode ser calculada usando a densidade singular do dipolo pontual.
o J
4 ™
F= /d3r’ E(r)pp(r) = p-/d3r’5(r’— r)V'E(r) (4.21)
- J

Resultado

A funcido delta seleciona o valor local do gradiente do campo.

Notas: pag 31-32
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1. O SIGNIFICADO FiSICO CENTRAL

Um dipolo elétrico (neutro) sé sente forca quando o
campo elétrico varia no espaco.

CAMPO UNIFORME

p
=

\A 4 E b A ¢

As forcgas nas cargas + e — sdao

iguais e opostas.

E

CAMPO NAO UNIFORME

AR e
————— v
)4 =
Q—0 &
4—————____5____________———>

As forcas nao se cancelam.
O dipolo sente forca liquida.

| F=(p-V)E#0 |

J
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2. DERIVADA DIRECIONAL

(p - V) é a derivada ao longo da direcio do dipolo.

O dipolo “mede” quanto o campo cresce nessa direcao.

|E| pequeno |E| grande

l
®

P

T’E
|+
\

Se 0 campo aumenta na direcao de p :
a forca aponta para regioes de campo mais forte.

NG /
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3. POR QUE ESSA EQUACAO E IMPORTANTE?

Explica forcas em matéria neutra

Atomos e moléculas sdo quase neutros, Q """"" e

mas possuem dipolos permanentes ou induzidos.

Base da fisica dos dielétricos ]

Em materiais, P(r) é a densidade de dipolos.
A forca macroscépica vem desta fisica microscépica.

Transicao monopolo — dipolo — quadrupolo ...
Monopolo responde ao valor do campo;
dipolo responde ao gradiente; quadrupolo a curvatura; etc.

monopolo dipolo quadrupolo
licaco 1 g L
Ap Icacoes amplas b/ 90 0O
£ . - 0 0o
Moléculas pola.res, forgas intermoleculares, 1 D 5+ Q9O ) S R
armadilhas 6pticas, polarizagdo da matéria e muito mais.
moléculas forgas armadilhas polarizagio da
polares intermoleculares  épticas matéria

Esta equacdao mostra que um dipolo sente forca apenas quando o campo varia no espaco.
E a esséncia da fisica dos dipolos e a base de iniimeros fenémenos na natureza e na tecnologia.

15 de junho de 2026
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4. INTERPRETACAO ENERGETICA

©

A energia potencial de um dipolo em um campo E
U=-5-E
A forga é o negativo do gradiente da energia:

/ F=-VU=V(p-E)=@F-V)E

Energia minima quando
P estd alinhado com E.
minimizar sua energia potencial. QO—©Q

O dipolo move-se tentando

J

15 de junho de 2026
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4.2.4 O Torque sobre um Dipolo

Torque de Coulomb

De modo analogo a forca, calculamos o torque exercido pelo campo elétrico sobre a
distribuicdo dipolar.
- J
4 N
N = /d3r’ r' x E(r')pp(r) (4.22)
. J

O torque mede a tendéncia do campo em girar a distribuicdo de carga.

Notas: pag 33-35
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Forma Geral do Torque

[ N=pxE+rxF (4-24)]

Dois efeitos

O primeiro termo gira o dipolo em torno de seu préprio centro.
O segundo termo gira o centro da distribuicdo em torno da origem escolhida.

Caso simples

Se a origem esta no centro do dipolo, o termo r x F desaparece.
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Torque em Campo Uniforme

Campo uniforme

Quando o campo elétrico é uniforme, a forca resultante sobre o dipolo é nula:
F=0.
\_ J
4 R
N=pxE (4.24a)
- J

Interpretacdo fisica

O campo tende a alinhar o momento de dipolo p com o campo elétrico E.
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4.2.5 Energia Potencial de um Dipolo

Ideia fisica

A energia de interagdo entre uma distribui¢do localizada p(r) e um campo externo lenta-

mente variavel pode ser calculada usando a densidade singular de um dipolo pontual.
- J

~

Ve(r) = /d3r'g0(r’)pD(r’) =— / 3 o()p- V(K —r). (4.25)
N J

Observacio

Aqui V' deriva em relagdo a r/, enquanto r é a posicdo do dipolo.
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Integracdo por Partes

Partimos de
Ve(r) = — / d®ro()p- V(K —r). (27)
Como p é constante,
VE(r) = — Z pi / d3r o(r') 9l(r — ) (28)
= Z pi / d®r' 5(r' —r) dlp(r') (29)
=p- V(). (30)
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Energia Potencial do Dipolo

Como
E(r) = —V(r), (31)
temos
4 N\
VE(r) = —p - E(r). (4.26)
N J

Interpretacao

A energia € minima quando p esta alinhado com E.
- J
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Forca sobre um Dipolo

A forca é obtida a partir do gradiente negativo da energia:

F=-VVe (32)

= —V[-p-E(r) (33)

=V(p-E). (34)

- N
F=—-VVg=V(p-E). (4.27)

L J

Comentario

Se o campo é uniforme, V(p - E) = 0, portanto ndo ha forca resultante.
- J
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Rotacdo Infinitesimal do Dipolo

Para encontrar o torque, fazemos o dipolo girar rigidamente por um angulo infinitesimal dc.

-

~

op = da X p. (4.28)
\ J

Uma rotacdo infinitesimal muda a direcdo de p, mas ndo muda seu médulo.
J

-
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Torque sobre o Dipolo

A variacdo da energia é

Ve =—-dp-E (35)

=—(daxp)-E (36)

=—(p xE)-da. (37)

[ SVe=—-d9p-E=—(da xp)-E=—(p xE)-da. (4.29) ]
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|dentificacdo do Torque

Pela mecanica,

0Ve=—N:da. (38)
Comparando com
Ve =—(p X E)-da, (39)
obtemos
4 N\
N=pxE. (4.24)
N J

Interpretacao

O torque tende a alinhar o dipolo com o campo elétrico.
o J
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4.2.6 Interacdo Dipolo—Dipolo

Considere dois dipolos pontuais pré-existentes:

p1 em rp, P2 em ro.

Energia de montagem

N3o custa energia trazer o primeiro dipolo para sua posi¢co.
A energia aparece ao trazer o segundo dipolo para o campo produzido pelo primeiro.

Wiz = —p2 - Ex(r2). (40)
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Campo do Primeiro Dipolo

Definimos
R:I’g—l’l, R:\rz—rll. (41)

O campo produzido por p; no ponto rp é

El(rz) =

1 [3(p1-RR  p1
4re [ R R3|" (42)

Portanto,

ng = —p2- El(rz). (43)
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Energia de Interacdo entre Dois Dipolos

Substituindo o campo de p1, obtemos

1 [ pi-p2 3pi-(r2—ri)p2-(r2—r1)
4meo | [r2 — 1|3 o —rf°

Wip = —p2 - E1(r2) = (4.30)
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Energia Total de Muitos Dipolos

Para uma colecio de N dipolos pontuais, somamos a interacio de todos os pares:

N N
UE:W:i1 1ZZ|: Pi - Pj _3pl'(rl_rj)pj'(rl_r.l) ) (431)

Iri —rjl? Iri —rjl°
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Por que aparece o fator 1/27

Na soma dupla,

(hj) e 0)

representam o mesmo par fisico de dipolos.

A interacdo entre os dipolos 1 e 2 aparece duas vezes:

W12 e W21.

Por isso dividimos por 2:
1
Ue =5 Z g W;. (44)
i JFEI
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Forma Compacta da Energia Total

Se E(r;) & o campo produzido por todos os outros dipolos na posi¢do do dipolo 7, entdo

4 )
1 N
- J

Importante

O campo E(r;) n&o inclui o campo do préprio dipolo i. Ele inclui apenas os campos dos
outros dipolos.

-

J
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|deia Fisica: Camada de Dipolos

Definicao informal

Uma camada de dipolos & uma distribuicio de dipolos elétricos confinados a uma superficie.

@ Cada molécula possui momento de dipolo p.
@ Muitas moléculas préximas formam uma distribuicdo superficial.

@ A grandeza macroscépica relevante é o momento de dipolo por unidade de area.

= — =ob. (4.33)

15 de junho de 2026 66 /1



Representacdo por Duas Superficies Carregadas

Figura 4.7

Vista lateral de uma camada de dipolos: duas superficies com densidades de carga opostas
4o, separadas por uma distancia b.
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Limite Macroscépico da Camada

Limite de camada fina

Tomamos

b—0, o — 00, T =o0b fixo.

@ A separacdo microscopica entre as cargas deixa de ser resolvida.
@ A camada passa a ser descrita apenas por T.

@ 7 & uma propriedade superficial, assim como o.
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4 3.1 Potencial de uma Camada de Dipolos

Para uma superficie S, generalizamos a densidade de momento de dipolo:

_dp

T = 3 (4.34)

Caso geral

A superficie n3o precisa ser plana, T nio precisa ser uniforme e os dipolos ndo precisam
ser perpendiculares a superficie.
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Potencial por Superposicdo de Dipolos Pontuais

O potencial de uma camada é obtido somando os potenciais de dipolos pontuais:

1
go(r):—WO/Sdp(rs).v'r_rs'. (4.352)
Como
dp(rs) = 7(rs)dS,
temos
(r)=— ! /dS (rs) -V ! (4.35)
= Arreg Js TTs Ir—rs|” '

15 de junho de 2026 70/1



Convertendo a Integral de Superficie em Volume

Para uma camada no plano z = 0, escrevemos
/ s I~ / / 2
rs =XX+YyYy, r=rs+2zz

A superficie pode ser representada por uma delta de Dirac:

1

r=rl

o(r) = _47:60 / B §(2) () - V (4.36)
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Mudando o Gradiente de r para r’

Usamos a identidade

1 1
=-V . (45)

Ir —r'| Ir—r/|

Assim,

_ 1 3/ ’ / 1

o(r) = o= /d r'o(2")r(ry) vj]r— 7 (46)
_ L 3./ / / / 1
e /d o)) (47)
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Integracdo por Partes

Definindo
A(r) = 7(r)o(2),
temos
,-
/d3r’A-V’ ! :—/d3r’ VA (48)
Ir —r| [r —r|
Logo,
1 3, V' - [1(r5)d(2)]
= ~ USRI 437
#(r) 47eg /d r [r — | (4.37)
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Densidade Singular de Carga da Camada

Comparando com

o) = o [ 2 (49
identificamos
4 I
pL(r) = =V - [r(r)5(2)]. (4.38)
N J

Interpretacao

Uma camada de dipolos é equivalente a uma distribuicdo singular de carga localizada na
superficie.
o J
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Figura 4.8: Potencial e Densidade Singular

Mensagem da figura

No limite macroscépico, p; torna-se singular em z = 0, enquanto o potencial sofre um
salto finito Ap.
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Gradiente Superficial

Para interpretar p;, definimos o gradiente superficial:

( 0 0

Vs =%—+9§—.
Ox dy

NS J

Vs mede variagdes apenas ao longo da superficie, ndo na direcdo perpendicular.

- J

15 de junho de 2026 76 /1



Carga Superficial Efetiva

A variacdo lateral da densidade de dipolos gera uma carga superficial efetiva:

[ o(ts) = —Vs - 7(rs). (4.40) j

Interpretacao

Se T varia ao longo da superficie, os extremos positivos e negativos dos dipolos paralelos
n3o se cancelam completamente.
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Separando as Contribuicdes de p;

Escrevemos

T =T + 7,2
I

Ent3o,

pu(r) = =V - [7(rs)d(2)] (50)
— Vs [7)(r:)5(z)] - 682 [72(rs)8(2)] . (51)

Como 7 ndo depende de z,

[ pL(r) = —72(rs)d'(2) + o(rs)d(2). (4.41) j
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Significado dos Dois Termos

[ pL(r) = —72(rs)d'(2) + o(rs)d(2). (4.41) j

—72(rs)d'(2)

vem da componente do dipolo perpendicular a superficie.
-

Termo paralelo

o(rs)(2)

vem da variacdo lateral dos dipolos paralelos a superficie.
- J
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Relacdo com a Equacdo de Poisson

No caso unidimensional,

-

2 V4
0 d‘i(z ) _2). (4.42)
N J

A curvatura do potencial esta diretamente ligada a densidade de carga.

- J

@ Onde p/(z) é positiva, a curvatura de p(z) € negativa.
e Onde p;(z) é negativa, a curvatura de ¢(z) é positiva.
@ No limite de camada infinitamente fina, o potencial apresenta uma descontinuidade.
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4.3.2 Condicdes de Contorno em uma Camada de Dipolos

Condicdo ja conhecida

O termo proporcional a o(rs)d(z) gera uma descontinuidade na componente normal do
campo elétrico:

Eoﬁz . [El — E2] = O'(rs).

Agora queremos entender o efeito do primeiro termo de

pL(r) = —72(rs)8'(2) + o(rs)d(2). (4.41)
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Equagdo de Poisson para o Termo §'(z)

Usando apenas o termo

p(r) = —72(rs)d'(2),
a equacdo de Poisson

Ve = —pL
fica, na direcdo normal & camada,
4 ™\
d? ,
eoﬁgo(rs,z) = 14(rs)d'(2). (4.43)
P4
N\ J

A derivada da delta de Dirac gera uma descontinuidade no préprio potencial.
- J
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Primeira Integracdo

Integramos a equacgdo

60(112;5 = 7,(rs)d'(2)
uma vez em relacdo a z:
4 N
0 % ol 2) = m(r2)3(2) + C. (4.49)
N J

Comentario

A constante C desaparece quando calculamos a diferenca entre os dois lados imediata-
mente vizinhos da camada.

J
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Salto no Potencial

Integramos (4.44) de z =0~ até z =0":

o+ 0+
/ eo% dz = / T2(rs)d(z) dz (52)
€0 [(p(rs, 0") — ¢(rs, 0_)] = 74(rs). (53)
o(rs,z=0") —o(rs,z=07) = Tze((:s). (4.45)
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Interpretacdo do Salto em ¢

Resultado principal

Uma camada de dipolos produz uma descontinuidade finita no potencial eletrostatico.

Ap=p(0) ~p(07) = .

Dentro da camada microscépica, o campo elétrico aponta da carga positiva para a carga

negativa.
Assim, ao atravessar a camada, o potencial muda rapidamente.
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Descontinuidade no Campo Tangencial

Se a densidade de dipolo varia ao longo da superficie, o campo tangencial também pode ser
descontinuo.

4 R
ﬁg X [E1 — E2] =V x [ﬁz (ﬁz . T)] /60. (4.46)
- J

Comentiario fisico

Essa condi¢do altera as férmulas usuais de reflexdo e transmissdo quando ha uma camada
de dipolos na interface.
- J
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Modelo da Gota Retangular

Consideramos uma gota retangular de area fixa

A=Lw,

com comprimento L e largura w, no regime

L>w> a
- J

@ a: distancia lateral entre moléculas vizinhas;
@ cada molécula possui dipolo apontando para fora da pagina;

@ queremos encontrar a largura de equilibrio wy.
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Figura 4.9: Vista Superior da Gota

a
<«

Representacao

Cada quadrado contém uma molécula polar. Os pontos pretos destacam uma linha com-
pleta de moléculas e uma molécula a uma distancia y dessa linha.
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Energia de Perimetro

A energia quimica é proporcional ao perimetro da gota.
Como L > w, o perimetro é aproximadamente

2L.

Se \ é a energia quimica por unidade de comprimento,

Ue ~ 2L\ = 222, (4.47)
w

Interpretacao

Para area fixa A, aumentar w diminui L = A/w, reduzindo a energia de perimetro.
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Energia Eletrostatica entre Duas Linhas

Cada linha contém dipolos paralelos distribuidos ao longo do comprimento L.
A interacdo entre duas linhas separadas por distancia y é

U(y) = - /Ld /Ld e (4.48a)
y)= X1 X2 . 4 48a
dmeoJo o [0 - )2 4y

Este termo vem da interag3o dipolo—dipolo para dipolos perpendiculares ao plano da gota.
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Resultado da Integral entre Linhas

A integral resulta em

7232 2

Uly) = Inesy? [ L2+ y2 — y} ) (4.48)

No limite

L>y,
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temos

VI+yr =L (54)

portanto

2321

2megy?’
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Somando Pares de Linhas

Ha aproximadamente
w
a
linhas paralelas de dipolos.

Contagem dos pares

@ w/a— 1 pares separados por a;

@ w/a — 2 pares separados por 2a;

@ w/a — n pares separados por na.

Assim,

y = na.
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Energia Eletrostatica Total

Somando todos os pares de linhas,

w/a

2
L w/a—n
Ue = . 4.49
E 2meg HZ:; n? (4.492)
Para w > a, aproximamos a soma por uma integral:
2 w/a
L w/a—n
U ~ dn ———. 4.49b
E™ 27 /1 TR ( )
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Caélculo da Integral

Calculamos
/w/a W/a _ n /w/a dn /w/a @ (56)
1 n
w a w
—;[1—;}"”: (57)
w w
~——In—. 58
S N (58)
Logo,
Ve~ L [ﬂ —1In q (4.49)
E™ oneo La al’ '
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Energia Total da Gota

A energia total é a soma de

Ur = Uc + Ug.
Usando
A
L=—,
w
temos
2A 72 w w
= = — ——In—)]. 4,
Ur =Uc+Ue w [)\+47r60<a na)] (4.50)
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Minimizacdo da Energia

Queremos minimizar

e e ]
Definindo
72
:47reo
temos
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Encontrando a Largura de Equilibrio

Derivamos em rela¢3o a w:

dUr A d /(1 w
d7_2A [_Wz_cdw (Wln a)] (59)
A 1 1 w
No equilibrio,
dUr
T 0.
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Resultado para wy

Da condicdo

—A—C+Cln%:0,

obtemos
wo A
| =1+ —.
a + C
Como
 4mep’
segue que
4reg
wp = aexp <1 + 7T620 > .
T
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Negligenciando o fator e na aproximagao logaritmica,

5 (4.51)

(471'60)\)
W ~ aexp )
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Interpretacdo Fisica do Resultado

e ~
4eg

~ AT ) 451

m = aesp (T2%) (4.51)

- J

Consequéncia importante

A largura de equilibrio wy é independente do comprimento L da gota.
- J

@ A gota cresce aumentando seu comprimento L.
@ A largura permanece aproximadamente fixa.

@ Isso explica por que as gotas observadas tém praticamente a mesma largura.
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Fisica Matematica do Momento de Quadrupolo

. 3rirj— 5Ur
p(r) = 47reo Q=5




Quando o Quadrupolo Domina

Ideia Fisica

O termo de quadrupolo domina quando:

-

QR=0

Ou seja:
@ carga total nula;

@ momento de dipolo nulo.

p=0.
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@ nucleos atdmicos;

@ moléculas diatémicas homonucleares (Ny, por exemplo).

1 3rir— Sir?

p(r) = o (4.52)
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Tensor de Quadrupolo

Definicdo

Os componentes do tensor de quadrupolo elétrico sdo:
4
N
1
Q= 2/d3rp(r) - (4.53)
4

Interpretacdo

O quadrupolo mede como a distribuicdo de carga é “esticada” ou “achatada” espacialmente.

@ monopolo: mede carga total;
@ dipolo: mede separacio entre cargas;

@ quadrupolo: mede deformacdes da distribuicio.

15 de junho de 2026 105/1



Origem do Nome Quadrupolo

] Os dipolos possuem orientacdes opostas:
Um quadrupolo pode ser construido

com: +B e _P
o dois dipolos opostos; s

@ quatro cargas no total. separados por:

SC.

Resultado

No limite:
s — 0,

surge um quadrupolo pontual.
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Potencial do Quadrupolo Pontual

4 )

o) = (e Vo V), (4.54)
N J

Interpretacao

O quadrupolo envolve duas derivadas espaciais do potencial:

1

r

J
Notas: pag. 36-37
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Analogia Multipolar

monopolo ~ =
r

1
dipolo ~ V;

1
quadrupolo ~ VV =
.
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Forma do Tensor de Quadrupolo

e B
Qij = (c,pj + ¢jpi) (4.55)
. J
Qi = Qji
N J

Consequéncia

Uma matriz 3 x 3 simétrica possui apenas:

componentes independentes.
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Densidade Singular do Quadrupolo

Quadrupolo Pontual

A densidade de carga singular correspondente é:

pa(r) = QyViV;i(r) (4.56) ]

Notas: pag. 40-41
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Cada Multipolo corresponde a uma derivada adicional da delta

@ monopolo:
o(r)
o dipolo:
Vo(r)
@ quadrupolo:
VVi(r)
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O Tensor de Quadrupolo

Consequéncia

Tensor Simétrico
Uma matriz 3 x 3 genérica possui:

O tensor de quadrupolo possui a propri-

edade: 9
Qi = Qi

componentes independentes.

Mas a Simetria Impoe

QXX Qxy sz
Q - Qxy ny Qyz (4‘57) Qxy - nya
QXZ Qyz sz

sz = sz )

Qyz = sz o
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Por Que o Tensor é Simétrico?

- N\
1
Q= 5 / d3rp(r) rir (4.53 revisitada)
Y J
Os fatores:
rifrj
satisfazem:
r,-rj = I:,'r,'.
Y J

Xy = yX, XZ = zX.
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Sistema de Eixos Principais

Enicade

] ] ] Nesse sistema:
Existe um sistema especial de coorde- .
_ o desaparecem os termos mistos;
nadas:

(x,y',2') @ a geometria da distribuicdo fica mais clara;
em que o tensor de quadrupolo fica di- @ os eixos se alinham as direcdes naturais da
agonal. distribuic3o.

G J =
4 N ..
Q. 0 0 Tensor original:
/
Q=10 @, 0 (61)
0 0 @, Q
N J
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Interpretacdo dos Termos Mistos

Termos Diagonais

Termos Mistos

QXX y ny ) sz Qxy ) sz P Qyz
medem alongamentos ao longo dos eixos medem inclinagdes e correlagdes geométricas
principais. entre direcGes espaciais.

Diagonalizar o tensor significa remover essas correlacdes.
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Definicdo no Sistema Principal

Consequéncia

1 - : _
/{j = 55,-]- a3 p(r') rir! (4.58) A delta elimina automaticamente:

J
/

Xy?

Papel da Delta de Kronecker .
/

Q-

Somente os termos:

/ / /
XX vy sz
sobrevivem.
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Diagonalizacdo e Algebra Linear

Transformacido de Base

A mudanca de coordenadas é escrita como:

J
4 N\
Q' =u"'Qu (4.59)
- J
Quem é U?
U
& a matriz formada pelos autovetores de:
Q.
- J
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Diagonalizacdo: Resultado Fisico

Resultado Importante

Toda matriz simétrica:

Qi = Qji

pode ser diagonalizada.

Qe
Q=10
0

Interpretacao

0 0
0
0 @,

A nova base revela os eixos principais da distribuicdo de carga.

15 de junho de 2026 118 /1



Autovalores e Autovetores

Autovetores

Autovalores

Definem as direcées principais da distri-
buicio de carga.

Os nameros:

/ / /
XX yy? sz
sdo os autovalores do tensor.
Qv = \v

Eles quantificam a deformacdo espacial ao longo dos eixos principais.
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Analogia com o Tensor de Inércia

Observacao Importante do Livro

O tensor de quadrupolo é matematicamente analogo ao tensor de inércia da mecénica
classica.

Tensor de Quadrupolo Tensor de Inércia
Descreve: Descreve:
@ geometria da distribuicdo de carga; @ distribuicdo de massa;
o deformacdes elétricas; @ resisténcia a rotac3o;
@ anisotropias do potencial. @ eixos principais do corpo.

Ambos s3o tensores simétricos diagonalizaveis.
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Resumo Conceitual

O Quadrupolo Elétrico

mede deformacdes espaciais da distribuicdo
de carga.

@ Tensor simétrico:
Qi = Qji
@ Apenas 6 componentes independentes;
@ Pode ser diagonalizado;
@ Possui eixos principais naturais;
e E analogo ao tensor de inércia.
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Tensor de Quadrupolo Sem Traco

Motivacio

Nem sempre & conveniente medir ou escrever o tensor de quadrupolo no sistema de eixos
principais.

Problema |

Em um sistema arbitrario, o tensor primitivo:
I 1 d3 / N
Q=5 [ & )]

possui:

componentes independentes.
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Tensor de Quadrupolo Sem Traco

Estratégia

Podemos reescrever o potencial usando um Q,‘j — @,-j
novo tensor:

Oy,
que é:
@ simétrico;
6 — b
@ sem traco;
@ mais econdmico. .
- / componentes independentes
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Substituindo Q;; no Potencial

Potencial quadrupolar

Comecamos de:

1 3rirj — 5,-J-r2
wlr) = drey r° '
Usando:
1 3./ N
Qj = 5 a>r’ p(r')rir;,
obtemos:
1 1 30 o) 3rin—r?s;
o(r) = p— {2/d r p(r)rir] — 5 (4.60)
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A ldentidade Algébrica Importante

Identidade usada

O passo central & usar:

r,-/rfr2<5,-j = r’r? = rirr?s;. (4.61)

Como ha soma sobre i e j, temos:

Logo:

v
= i - = = yort
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Reorganizando o Numerador

A Eq. (4.60) contém o produto:

rir (3rir; — r25,-j) .

Distribuindo:

! ! /12
3riririry — ririrdjj.

Agora usamos a identidade:

/12 125
rirrodg = rirredj.
Portanto:
3r,-/rfr,'rj - r;rjr'zé,-j = (3r-’r{ - r/2(5,-j) rirj.

rJ
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Nova Forma do Potencial

Assim, a Eq. (4.60) pode ser escrita como:

1 J1 3 2 il
o) = o {3 [ o) o - 75) L 52 (4.62)

Toda a informac3o da distribuicdo de carga agora esta dentro das chaves.

Proximo passo

Definimos essa quantidade como um novo tensor:

;.

Notas: pag. 42-44

15 de junho de 2026 127 /1



Definicdo do Tensor Sem Traco

- )
Q) = ;/d%’ p(r') (3rir] — r?6;) = 3Qj — Qudij- (4.63)
L J

O tensor primitivo era:

O que mudou?

Subtraimos a parte proporcional a:
e

Essa parte corresponde ao traco, isto &, a parte esfericamente simétrica.
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Potencial com ©;

Com a definicio:

0 = ;/dz‘r' p(r) (3r,(rjf — r’25,-j) ,
a Eq. (4.62) fica:
( 1 rit A
p(r) = o 5 (4.64)
N\ J

O potencial fica mais simples:

tensor X geometria angular.
(& J
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Por Que “Sem Traco"?

Traco de um tensor

O traco é a soma dos elementos diagonais:

Te[®] = Oy + O,y + O

Em notac3o indicial:

Tr[@®] = 0;;0;;.
Usando a definicdo de ©j:

TI“[@] = 5’Je’J = ;/d3r p(r) (3/’,‘!‘,’ — r25,-,-) . (4.65)
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Mostrando que o Traco é Zero

Agora usamos:

riri = r

e, em trés dimensdes,

6ii = 6XX + 6yy + 522 =3.
Logo:

3rir; — r?5; = 3r> — 3r> = 0.

Portanto:

[ Tr[©] = 0. (4.65) j
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Restricdo Sobre as Componentes

Como o trago é zero:

[ Ti[O] = Oy + Oy, + O, = 0. (4.66) j

Consequéncia

As trés componentes diagonais n3o s3o independentes.

Por exemplo:
O, = O — Oy,
Assim, o nimero de componentes independentes cai de:

6 — 5.
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Por Que Isso é Mais Econémico?

©j=0j, Tr[6]=0
Qij = Qji _
possui:

possui: 5

6
componentes independentes.

componentes independentes.
o J

O tensor sem traco remove a parte esfericamente simétrica, que n3o
contribui de forma independente para o potencial quadrupolar.
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Resumo Conceitual

Por que ele & atil?

Mensagem Principal

o @ simplifica o potencial;

O tensor de quadrupolo sem traco é definido ) o

por: @ funciona em coordenadas arbitrarias;
0 = 3Qj — Qkdj;. @ reduz o namero de componentes

independentes;

@ separa a parte verdadeiramente
1 rirj quadrupolar da parte esférica.

o

Q,’j = @,‘j

15 de junho de 2026 134/1



Aplicacdo: Momentos de Quadrupolo Nuclear

Ideia Fisica

O tensor de quadrupolo mede desvios da simetria esférica em distribuicdes de carga.

Nucleos Atémicos

Muitos nicleos possuem simetria de rotacdo em torno de um eixo principal, geralmente
escolhido como o eixo z.
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Se o nucleo é axialmente simétrico:

O = 0y,.

Além disso, como o tensor é sem traco:

O+ Oy + O, =0,

Substituindo a simetria axial:

20, + 0, =0.

Portanto:

O, = 20, = —20,, (4.70)
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Apenas Um Pardmetro Independente

Consequéncia

Devido a simetria axial e & condicdo de traco nulo, todo o tensor pode ser descrito por

apenas:

Q =0,,.

Interpretacdo
O sinal de @ revela o formato da distribuicdo de carga nuclear.

— —_r = — Yot
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Interpretacdo Geométrica do Quadrupolo

Caso Oblato
Se:

Caso Esférico

Se:

Q=0,

a distribuic3o é aproximadamente esférica.

Q <0,

o nucleo é achatado ao longo do eixo
z, como uma abébora.

Caso Prolato

Spherical Prolate Oblate
Se:
%0 DYIX=
o nicleo é alongado ao longo do eixo z, como um
=0 >0 0<0

charuto.
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Por Que o Sinal de @ Define a Forma?

Lembre que:

0, = %/d3r' p(r') (322 = r?) (4.63)

@ Se a carga se concentra ao longo do eixo z, ent3o:

212

tende a dominar.

@ Nesse caso:
322 -2 >0,

e o momento quadrupolar fica positivo.

@ Isso produz um ndcleo alongado:
Q> 0.
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Ja para nicleos achatados

Grande parte da carga fica distribuida no plano transversal, fazendo:
r'? > 372
em média, o que leva a:
Q <0.
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Dados Experimentais de Quadrupolo Nuclear

Q/ZR? x 100

0 25 50 75 100 125 150
ZorN
Figura: Parametro de quadrupolo elétrico do estado fundamental @ para nicleos de massa impar. Os
circulos preenchidos (abertos) representam niicleos com niamero impar de prétons (néutrons) Z(N). Os
dados foram normalizados por ZR?, onde R é o raio nuclear. As linhas verticais indicam os ntimeros
“magicos”, nos quais camadas ou subcamadas nucleares se fecham.
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Interpretando o Gréafico Experimental

Eixos do grafico

As linhas verticais indicam os chamados:

Q/ZR?

magic numbers.
mede o quadrupolo elétrico normalizado.

. . . Eles correspondem ao fechamento de camadas
O eixo horizontal representa:
nucleares.

Resultado Importante

Quando uma camada fecha:

Zou N,

isto é:
@ namero de prétons;

. 2 ~0
@ ou nimero de néutrons. Q~0,
- J

pois o nicleo tende a recuperar simetria es-
férica.

N /)
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Nameros Magicos

2.8, 20, 28, 50, 82, 126

Interpretacao

Esses niimeros aparecem naturalmente no modelo de camadas nucleares. Eles correspon-
dem a niveis nucleares completamente preenchidos.

Analogia

S50 analogos aos gases nobres na estrutura eletrénica atémica: camadas completas tendem a
produzir sistemas mais estaveis e mais simétricos.

™ = = — wyor?
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Predominancia de Nucleos Prolatos

Os dados experimentais mostram algo curioso:

nacleos prolatos aparecem com maior frequéncia.

Observacdao Experimental

Apé6s o fechamento de uma camada nuclear, muitos nicleos tornam-se inicialmente:
Q<0
(oblatos), mas rapidamente passam para:
Q>0
(prolatos).
- J

15 de junho de 2026 144 /1



Questio em Aberto

Ainda n3o existe uma explicacdo simples e definitiva para a predominancia observada de formas
prolatas na natureza.
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Exemplo 4.2: Elipsoide Uniforme

Calcular o tensor de quadrupolo sem traco
©j

para um elipsoide com:
@ densidade uniforme p;
@ volume V;
@ semi-eixos ay, ay, a.

O centro do elipsoide é escolhido como origem.
- J

A superficie do elipsoide é:

X/2 y/2 Z/2
St et =1 (4.71)
X y z
Elipsoide
dx, dy, dz
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Tensor no Sistema de Eixos Principais

Como os eixos coordenados coincidem com os eixos principais do elipsoide:

O,y =6, =06,,=0.

Isso ocorre porque integrais contendo termos impares, como:

Xy7 Xz7 yz7
cancelam-se pela simetria do volume.
Assim, basta calcular os elementos diagonais.
Por exemplo:
1
O = 5p/ d*r' (3x? — r?) (4.72)
v
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Mudanca de Variaveis

Definimos novas coordenadas adimensionais:

[ X' = axx, y' =ayy, 7z = a,z. (4.73) j

Substituindo na equacdo do elipsoide:

(axx)® | (ayy)* | (a:2)
a2 + a2 + a2
X y z

obtemos:

+y?+22=1.

Resultado Importante

A integral sobre o elipsoide transforma-se em uma integral sobre uma esfera unitéaria.
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Jacobiano da Transformacio

O elemento de volume transforma-se como:
d3r' = dx' dy’' d7'.
Usando:
dx = a,dx, dy’ = a,dy, dz' = a,dz,

segue que:

[ d3r = axa,a, d3r. (4.74) ]

Substituindo tudo em O,,:

1
O, = 5P3xay 3 / dr(2a2x* — a§y2 —az%).
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Integrais na Esfera Unitaria
Pela simetria esférica:
/d?’rx2 :/d3ry2:/d3rz2.

X2+y2—|—22:r2.

3/d3rX2:/d3rr2.
1
/d3rx2 = §/d3rr2. (4.75)
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Além disso:

Somando as trés integrais:

Portanto:




Calculando a Integral Radial

Na esfera unitaria:

d3r = r?sin0 dr d d¢.

Ent3o:
1 T 21
/d3rr2:/ drr4/ do sin6‘/ do.
0 0 0
Calculando:
/ sinfdf =2,
0
27
/ do = 2m,
0
1
1
/ rrdr= =,
0 5
Logo:
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Resultado Final para ©,,

Substituindo as integrais:

1 A7 5 5 5
O = 5P3xay3: ¢ (2a; —a) — a3) .

Agora usamos o volume do elipsoide:

4
V= %axayaz. (4.77)
Assim:
1 .. 4m _pV
2Pz = 1o
Finalmente:
1
O = —=pV (223 — a§ —al). (4.78)
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Outras Componentes

Por simetria ciclica:

1

9,, = EpV (23}2, —a - ai) ; (4.79)
1 2 2 2

0, = EpV (222 — a7 —a)). (4.80)

Somando:

exx + eyy + ezz =0.

Verificacio

O tensor é realmente sem traco.
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Interpretacdo Fisica

Elipsoide Alongado Elipsoide Achatado

Se: Se:
a; > ax,ay, a; < ax,ay,
entdo: entdo:
O, > 0. ©,, <0.
A distribuicdo é prolata. A distribuicdo é oblata.
- 2N J

o tensor quadrupolar mede desvios da esfericidade
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