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1.1 Introducao



“The enormous usefulness of mathematics in the natural sciences is something bor-
dering on the mysterious.”

Eugene Wigner (1960)

Construir as leis do eletromagnetismo de forma matematicamente consistente, dominando:
@ notacdo vetorial e bases;
@ operadores diferenciais em diferentes coordenadas;
o identidades (Kronecker/Levi-Civita) e conven¢des de soma;

@ teoremas integrais (Gauss/Green/Stokes) e seu papel fisico.
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@ Vetor como objeto geométrico; componentes dependem da base;
@ Base ortonormal, produto escalar, produto vetorial;

@ Mudanga de base e decomposicao.

o Cartesiano, cilindrico, esférico: transformacdes e elementos de volume;

e V, V., Vx, V? (cartesiano) e forma em outros sistemas.
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1.2 Vetores



Um vetor V é um objeto geométrico independente de coordenadas, que pode ser representado
por componentes quando escolhemos uma base.

A\

Mensagem-chave

O vetor é o mesmo, mas seus componentes mudam quando trocamos o sistema de
coordenadas/base.

Exemplo: velocidade do ar em um ponto v(r, t) é um vetor fisico; (v, vy, v,) é apenas sua
representagdo em uma base particular.
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(a) Cylindrical (b) Spherical

Figure 1.2: Two curvilinear coordinate systems.
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A A

Escolha uma base ortonormal {é;, &, &} (frequentemente X, y, 2).

& & =0 (1)

V =Vié + Voé + V363 (3)
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Partimos de (??) e fazemos produto escalar com é:

3 3 3
é -V =2¢- Zviéi ZZ\/i(ék‘éi)ZZ\/i5ki=Vk- (4)
i—1 i—1 i—1
Logo,
Vi = é- V. (5)

Interpretacao

As componentes s3o projecoes do vetor na base escolhida.
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Considere duas bases ortonormais {&;} e {€&'}.
Escreva o mesmo vetor nas duas bases:

V= 23: Vié = 23: V. (6)
i=1 i=1
Defina a matriz de mudanca de base
Rij = & é. (7)
Entdo, projetando (??) em &
3 3
V=& V=3 Ve -6) =Y RV, ®
Jj=1 J=1

Componentes transformam linearmente: V/ = R; V.
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e Cartesiano (x,y, z): geometria “plana” local, operadores simples.
e Cilindrico (p, ¢, z): simetria axial (fios, solenoides longos).

@ Esférico (r,0, ¢): simetria radial (carga puntiforme, ondas).

Cuidado

Operadores diferenciais mudam de forma porque os vetores unitdrios dependem da posicdo em
coordenadas curvilineas.
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Vetor posicao:

r=xX-+yy+z2z. (9)
Diferencial de deslocamento:
dr=dxx+dyy+dzz. (10)
Elemento de volume:
d3r = dx dy dz. (11)

Em cartesiano, os unitdrios s3o constantes: 9,X = 0 etc.
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Definicdo: para um escalar ¢(r), o gradiente é o vetor que satisfaz

dp=Ve¢-dr. (12)
Em cartesiano, usando (?7?):
<Z5 9¢ 9¢
. 1
do = d + 8ydy+ aZdz (13)
Comparando (?7) e (??), obtemos:
.0 L0 .0

Interpretacao

V¢ aponta na direcdo de maior crescimento de ¢ e tem mddulo igual a taxa maxima de
variacao por comprimento.
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Para um campo vetorial V = V,x + V, y + V,2:

OV 9V, 0V,
L e = (15)

oV, 9V,\ . [(OVi 9V, .
VXV_(ay‘&)"*(az—a)”

Po Po P
a2 oyt T a2

V3¢ = (17)
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Transformacdes:
X =pcos¢p, y=psing, z=z. (18)

Unitdrios dependem de ¢:

p=cospR+singy, ¢=—sinpX+cosopy, 2=2. (19)

Consequéncia

Como p e q,?> mudam com ¢, derivadas exigem cuidado extra.

Notas: pag. 1
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Observacao

: i 1
Veja que ¢ = 295 €P =3,
Notas: pag. 2e3
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Comece com (??) e diferencie:

dx =cospdp —psingpdp, dy =singdp+pcos¢pdp, dz=dz. (20)

Entao
ds? = dx® + dy® + dz* = dp® + p*d¢? + dz°. (21)

Logo,
dr=pdp+ ¢ppdo+ 2dz, (22)

e o elemento de volume:
d*r=pdpdedz. (23)

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Para um escalar ¢(p, ¢, z):

96 104 0
Vo = ﬁaﬁ +¢paz +2a—f. (24)

Para V = V,p + Vo + V,2:

10 10V, 0V,
V-V==-—(pV,) + o

h . 2
p Op ,03¢+0z (25)
10V, 9V v, av,1. 1[a oV
VxV= |22 055, |90 Oz LAY 26
g {p&b 6z]p+[8z 8p] p[ap 3¢] 2¢)
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Transformacdes:
x =rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh. (27)

Elemento de linha (resultado padrdo):
ds? = dr® + r’d6? + r*sin® 0 d¢?. (28)

Elemento de volume:
d®r = r?’sin0drdodo. (29)

Simetria radial em problemas eletrostaticos e radiacdo.

_[Notas: pags 5,6,7 — vetores unitériosJ
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Para escalar ¢(r, 6, ¢):

00 ~10¢ 1 0¢
Vo= 87+07%+¢rsin087¢'
Para V = V,F + V,0 + V¢$:
10, 1 1 0V,
V-V—r—za( ) rsm989(sm0 o)+ rsind d¢

dr) = r?sin6 00 9)  r2sin?6 0¢?

2
V3p = 1235 ( (%) + #2 (s.na 8¢> + ,;@.

(30)
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Um indice repetido exatamente duas vezes em um termo implica soma automatica:
_ 3
AiBi=>7 1 AiB;.

Exemplos:
V = Vié (33)

V.F=VF. (34)

Cuidado

O intervalo do indice deve estar claro pelo contexto (tipicamente 1,2,3 em 3D cartesiano).
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indices Mudos

V=V, é (35)

O indice k é chamado de indice mudo.
Em qualquer equacdo, indices mudos podem ser trocados sem alterar o resultado:

Ve =V § (36)
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indices Livres
Ai =) R;iB; = R;B (37)
j

Aqui i é chamado de indice livre.
Em coordenadas cartesianas,
i=Xx,y,z

Logo, a equagdo acima representa na verdade 3 equagdes, para Ay, A, e A,.

Atencao

Em geral, ndo se pode trocar indices livres.
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1 .: .

0, i#J,
+1, (ijk) par de (123),
gijk = § —1, (ijk) impar de (123), (39)
0, se algum indice repete.

Leitura geométrica

djj “seleciona” componentes; ¢ codifica orientagcdo e produtos vetoriais.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Defina o produto vetorial componente a componente:
(A X B),‘ = €ijkAjBk~ (40)
Verificagdo rapida para i = 1:

(A x B)1 = ¢€123A2B3 + €130A38 = A2B3 — A3 By, (41)
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Identidade padrao:
€ijkEimn = 0jmOkn — OjnOkm- (42)

Uso imediato: simplificar expressées com duplo produto vetorial e provar identidades.

Por que isso aparece em EM?

Porque V x (V x A), tensores e ondas eletromagnéticas ficam naturais nesse formalismo.
_[Notas: exemplo em pag B.J
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Escreva o rotacional em componentes:
(V x 8)i = €ijk0;8k- (43)
Entdo a divergéncia:
V- (V xg)=0i(V x g)i = 0i(ejk0jg«) = €ijk0i0;8k. (44)

Como 0;0; = 0;0; (derivadas parciais comutam para campos suaves), o termo 0;0;g« €
simétrico em (/, /), enquanto €;j é antissimétrico em (/,;). Logo, a contragdo é zero:

E,J'ka,'ajgk =0. (45)
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Definicoes
Tensor simétrico:

Tensor antissimétrico:
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Contracao

SiiAjj (48)
Trocando os indices mudos i < j:
S,'J'A,'J' = Sj'Aj' (49)
Usando as propriedades de simetria:
SiiAji = Si(=Ajj) = —SjAjj (50)
Logo,
S,'J'A,'j = —SijA,'j (51)

Resultado

SiA; =0 (52)

Sempre que a contracdo ocorre nos indices onde os tensores s3o simétrico e antissimétrico.
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Mostre, usando notagdo indicial (Kronecker/Levi-Civita) ou regras do operador V, que as
identidades a seguir s3o validas (assuma campos suficientemente suaves):

V- Vo = V2p, (1)
V-(VXF)ZO, (2)
V x (Vo) = 3)

V x(VxF)=V(V-F)-VF, (4)
V(gy) = (Ve)v + ¢ Vi, (5)
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V(F-G)=(F-V)G+F x(VxG)+(G-V)F+G x (V xF), (6)
V- (pF)=(Ve) - F+¢(V-F), ()
V- (FxG)=(VxF)-G—(VxG)-F, (8)
Vx(pF)=(Vy)x F+¢p(V xF), (9)
Vx(FxG)=(V-G)F—(V-F)G+(G-V)F —(F-V)G. (10)
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Queremos provar:

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b). (53)
Em componentes:
[a x (b x c)]; = €jkaj(b x €)kx = €jjkajekmnbmcn- (54)
Use (?7):
EijkEkmn = OimOjn — Oindjm. (55)
Substituindo em (?7?):
[a > (b x €)]; = (6im0jn — dindjm)ajbmecn = bi(aj;) — ci(ajb)), (56)
ou seja,
[ax (bxc)]; =bi(a-c)—ci(a-b). (57)

Isso implica (77).
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1.3 Derivadas



O vetor posicio é
r=r#, P = e e e R 2

Se f(r) é uma fungdo escalar, definimos f'(r) = df /dr.

Vr=F, V xr=0, (1.58)

(1.59)

Notas: pag 13, 14
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V- (f(r)r) = ('Z)/, V x (f(r)r) = 0. (1.60)

v

Se g(r) é um campo vetorial e ¢ um vetor constante:

V-g=gF Vxg=Fxg. (1.61)

(g-V)r=g, (r-Vig=rg. (1.62)

o

Notas: pag 15
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V(r-g)zg—i—@, V-(gxr)=0. (1.63)
[ dentidades finais |
Vx(gxr):2g+rg’—@, V(c-r)=c. (1.64)

o

Observacao

Essas identidades sdo especialmente (teis em problemas com simetria esférica, comuns em
eletrostatica e gravitacdo.
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Defina o vetor deslocamento
R=r—r=(x—x)%+(y—y)y+(z-2)2, R=IR|.

Se f(R) é uma fung¢3o escalar e g(R) um campo vetorial, com derivada f'(R) = df /dR.

VFf(R)=f(R)R, V-g(R)=g'(R)-R, Vxg(R)=Rxg'(R). (1.65)

Notas: pag 16
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Os operadores gradiente com respeito a r e r’ sdo

0 0
_ /: ¥ v— _
57’ \Y X + y@y’ + 207 (1.66)

Como R = r — r/, segue diretamente que

V'f(R) = — VF(R). (1.67)

v

Importancia fisica

Essas relagGes sdo essenciais na formulagdo de potenciais, fun¢des de Green e campos gerados
por distribuicdes continuas de carga.

y
Notas: pag 18
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Se ¢(r,t) é uma fungdo escalar do espaco e do tempo:

@ um observador fixo em r mede a taxa de variagdo J¢/0t;

@ um observador que se move ao longo de uma trajetéria r(t), com velocidade v(t) = F(t),
mede uma taxa de variagdo diferente.

v

A taxa de variacao de ¢ ao longo da trajetéria é a derivada convectiva:

@_% dx ¢ dy% dzaqﬁ_%

d ~ ot diox T dtoy "oz~ ac T V)% (1.68)

Notas: pag 19
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Para um campo vetorial g(r,t), a derivada convectiva é

de _ %

# ~ ot +(v-V)g. (1.69)

Essa derivada é central em hidrodinamica, MHD e na descri¢do do movimento de cargas em
campos eletromagnéticos.
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O teorema de Taylor em uma dimens3o é

F(x) = F(a) + (x — a) 2L

- T (1.70)

Fazendo x — x + € e a — x, obtemos

f(x+e):f(x)+e—x+—6 2T (1.71)

A\

Notas: pag 20-21

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



A expansdo de Taylor pode ser escrita de forma compacta como

d 1 ( d>2
l+e—+—=|e— ] +--:

Aecrall= b | A b

F(x) = exp (edi) fx).  (172)

X

Interpretacao

O operador exp(e%) atua como um operador de translacdo ao longo do eixo x.
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Para f(x,y, z):
0 0 0
f(x+e,y+e,z+e)=exp x5y | &P ey@ exp| €z - f(x,y,z). (1.73)

Definindo € = (ex, €y, €;):

f(r+e€)=exp(e-V)f(r)= [1 +e-V+ (e V) +} f(r). (1.74)

Importancia em EM

Essa forma é essencial na derivacdo de expansdes multipolares, potenciais e funcdes de Green.
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1.4 Integrais



O determinante da matriz Jacobiana relaciona elementos de volume quando realizamos uma
mudanc¢a de varidveis em uma integral.

Se x e y sdo vetores em RV, associados a dois sistemas de coordenadas diferentes, os
elementos de volume satisfazem

d"x = J(x, )| d"y, (1.75)
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onde J é a matriz Jacobiana

Ox1 Ox dxq

aX2 8x2 aXQ

Jx,y)=|0n 9y oy

6XN 8XN 8XN

[Notas: Exemplo polar pag 24] aiyl 87)/2 “e %
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Considere a mudanca de varidveis

x=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb.

O determinante Jacobiano é 5
| = ‘a(x,y,z) = r?siné. (58)

(r,0,9)

Portanto, o elemento de volume transforma-se como

d®x = r*sinf dr df d. (59)
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Importancia em EM

Jacobianos aparecem sistematicamente em integrais de carga, fluxos e na aplicacdo dos
teoremas de Gauss e Stokes.
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Seja F(r) um campo vetorial definido em um volume V/, limitado por uma superficie fechada
S com normal externa fi. Se dS = dS a, entdo:

/d3rV-F:/dSF-ﬁ. (1.76)
% S

Leitura fisica

O fluxo total de F que sai de V é igual a soma das fontes (contidas no volume).
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Seja € um vetor constante arbitrario e escolha

F(r) = c(r).

Substituindo em (??) e usando V - (c ) = ¢ - V), obtemos:

/\/d3rv¢:/5d5¢ﬁ. (1.77)

Interpretacdo

O gradiente integrado no volume é determinado apenas pelos valores de 1) na fronteira.

Notas: pag 26
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Escolha agora

F(r)=A(r) x c,

onde ¢ é um vetor constante.

Usando V- (A x ¢) = ¢ - (V x A) e aplicando (?7?), resulta:

/d3rV><A /dSnxA. (1.78)

Importancia

Esta identidade é fundamental para:
@ condigdes de contorno em eletromagnetismo;

o formulacdes integrais das equacdes de Maxwell.

Notas: pag 27
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As identidades de Green s3o consequéncias diretas do Teorema da Divergéncia e conectam:

@ operadores diferenciais no volume;

@ valores dos campos na superficie.

Por que sdo importantes?
Elas sao a base matematica de:
@ problemas de valor de contorno;

o funcoes de Green;
@ unicidade de solucdes em eletrostatica.

Eletrodindmica Classica
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Escolha no Teorema da Divergéncia:

F(r) = o(r) Vi(r).

Aplicando (??), obtemos a Primeira Identidade de Green:

/d3r[¢v2¢+v¢-vw] :/d5¢vw-ﬁ. (1.79)
Vv S

Derivadas de %) no volume <> fluxo ponderado por ¢ na fronteira.

Notas: pag 29
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Troque ¢ <> 1) em (??) e subtraia as duas expressdes. Obtemos a Segunda ldentidade Green

/d3r[¢v2¢—¢v2¢] :/dS [V — V] - A. (1.80)
v S

Mensagem-chave

Esta identidade elimina os termos de gradiente cruzados V¢-V1), restando apenas os
Laplacianos V24 e V2¢.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Na fisica de campos, o Laplaciano de um potencial estd diretamente ligado a densidade de fontes.
Em eletrostatica, por exemplo:

Vi =—— (60)

Por que isso é tao poderoso?

A segunda identidade de Green
/V Pr (pV24 — YV2g) = /5 dS ($VY —9Vg) - A (61)

permite trocar informacdo de volume (fontes) por informacdo de superficie (contorno).
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Mensagem fisica

@ Os termos com V2¢ e V21 tém significado fisico direto: eles representam as fontes do
campo.

@ J34 os termos de gradiente cruzado, como V¢ - Vi, sio matematicamente (teis, mas
menos transparentes fisicamente.

@ A identidade de Green reorganiza a expressdo de modo a destacar justamente o papel
das fontes e das condicoes de contorno.
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Escolha agora

F=Px(VxQ)
e use a identidade V- (Ax B)=B-(V x A)— A-(V x B).

‘d3r[V><P-V><Q—P-V><V><Q]:/dSﬁ-(PxVxQ). (1.81)
s
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Troque P <+ Q em (?7?) e subtraia as duas expressdes. \

/d%[Q-VxVxP—P-VxVxQ]:/dSﬁ-[PxVxQ-QxVxP]. (1.82)
v S

Interpretacdo
Vers3o vetorial da segunda identidade de Green.
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O potencial eletrostatico ¢ satisfaz:

V2¢(r) = _on),

€0

Queremos determinar ¢ dentro de um volume V' a partir da carga e das condigdes de contorno.
v

Escolha na segunda identidade de Green:

1 2
WO =t VR = (e —r).
Resulta a representagdo integral:
1 /
o(r) = pr— /\/ d3r |rp(—rr)’| + (termos de contorno). (62)
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As identidades de Green conectam equacdes diferenciais locais a solucoes integrais globais —
exatamente o que precisamos em eletrodindmica.
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Seja F(r) um campo vetorial definido sobre uma superficie aberta S, limitada por uma curva
fechada C.

Se dS = A dS é o elemento de drea orientado e df é o elemento de linha ao longo de C, entdo
o Teorema de Stokes afirma:

/sds-(VX F):yf de - F. (1.83)

C

Leitura fisica

A circulacao de F ao longo da borda é determinada pelo rotacional de F no interior da
superficie.

Notas: pag 33
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A curva C deve ser percorrida no sentido determinado pela regra da mao direita:

@ o polegar aponta na direcdo de dS;

@ os dedos indicam o sentido positivo de integracdo em C.

Cuidado conceitual

Trocar a orientacdo de S inverte o sinal da integral de linha.

Stokes é a versdo bidimensional do Teorema da Divergéncia.
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Escolha

F = V.

Como V x (V1) =0, o Teorema de Stokes implica:

f]m.vwzo. (1.84)
C

Interpretacao

Campos gradientes sdo irrotacionais: a circulacao ao longo de qualquer curva fechada é nula.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Interpretacao fisica
@ O trabalho ao longo de qualquer curva fechada é zero

o O trabalho entre dois pontos nao depende do caminho

Definicao de campo conservativo

@ Um campo é conservativo se:

fF'“_O (63)
C

@ Ou seja, podemos escrevé-lo como o gradiente de um potencial escalar:

F=-VU (64)
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Conexao com conservacao

@ Existe uma energia potencial U tal que:
Wa—g = U(A) — U(B) (65)

@ A energia mecanica se conserva

@ N3o hd “perda” ao dar uma volta completa

Resumo conceitual
F=V¢Y = VxF=0= fF -dl =0 = campo conservativo (66)
Intuicao

e Campo com rota¢do (redemoinho): nao conservativo

e Campo gradiente (descida de montanha): conservativo
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Escolha

F=AXc,

onde ¢ é um vetor constante.

Usando identidades vetoriais e aplicando (?7), obtemos:

7{Cd£>< A:/SdSk VAk—/st (V-A). (1.85)

Esta forma aparece em manipulagdes integrais de campos vetoriais em eletrodinamica.

Notas: pag 36
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Na eletrodinamica cldssica, a Lei de Faraday na forma diferencial é:

0B
VXE=——.
8 ot
Aplicando o Teorema de Stokes (?7?):
}[E dt——2 [B.4s (67)
c ot Js '
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O Teorema de Stokes conecta:
@ o rotacional local do campo elétrico
@ 2 forca eletromotriz induzida ao longo de um circuito.

Sem Stokes, a passagem entre as formas integral e diferencial das equacdes de Maxwell n3o
seria possivel.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Se b(x, t) é uma fungdo suave e os limites dependem do tempo, a regra de Leibniz afirma: \

d e dxo dxq x(t)  gp
l dx b(x, t) = b(xo, t)—2 — b(xy, t)—— dx —. 1.
/Xl(t) bl 1) = bl 1) g = bl )7 +/X1(t) ~ ot (1.86)

Ideia-chave

A variacdo temporal vem de:
@ mudancas do integrando;

@ movimento das fronteiras.

Notas: pag 38-40
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(0 (dexv)ot

Figure: Figure 1.3: A surface S(t) [bounded by the solid curve labeled C(t)] changes to the surface
S(t + dt) (dashed curve) because each element of surface moves by an amount # dt.

Notas: pag 41
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Em eletrodindmica, integramos campos sobre superficies que se movem no espaco.

Considere uma superficie S(t) cujos elementos de drea movem-se com velocidade v(r,t). O
resultado geral para o fluxo magnético é:

d 83}'

— dS-B:/ dS-|v(V-B)—V x(vxB)+ — 1.87
il [ 98 [9-B) - (vxB)+ (1.87)

Importancia

Esta expressdo é essencial para a formulac3do correta da Lei de Faraday.
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Comecamos avaliando a variag3o: \
5[/3«15] :/5B-d5+/B-5(ﬁdS). (1.88)

@ primeiro termo: variacido temporal do campo B;

@ segundo termo: deformacgdo e movimento da superficie.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Dividindo (?7?) por dt, obtemos:

d 9B 1 .
2 B-dS—/at-dS+5t/B-5(ndS). (1.89)

Observacio

O primeiro termo ja aparece explicitamente em (??); o foco passa a ser o segundo.
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Considere o volume V limitado por:

@ a superficie S(t);
@ a superficie S(t + 0t);
@ a superficie lateral em forma de fita.

Aplicando o Teorema da Divergéncia:

/d3rv-B:/ B - idS — B-ﬁdS—l—Ja{ B - (df x v dt). (1.90)
v S(t+4t) S(t) C(t)

O sinal negativo decorre da normal externa ao volume V.
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Usando:
d®*r=h-vétdS, B-(dfxv)=del-(vxB),

a Eq. (?7?) leva a:
5t/ ds V(V‘B):/ B‘5(ﬁd5)+5t% de - (v x B). (1.91)
(1) s(t)

C(t)

Notas: pag 43
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Aplicando o Teorema de Stokes a integral de linha em (?7?):
/ B . 5(AdS) = 5t/ dSv(V - B) — &/ dSV x (v x B). (1.92)
S(t) S(t) 5(t)

Substituindo (??) em (?7?), recuperamos exatamente a Eq. (?77?).

Mensagem final

A derivada temporal do fluxo combina:
@ variacdo explicita do campo;
@ movimento e deformac3do da superficie;

@ topologia da borda (via Stokes).
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1.5 Funcoes Generalizadas



A funcg3o delta unidimensional §(x) é definida pela sua agdo sobre uma funcdo teste suave
f(x):

/_00 dx f(x) §(x — x') = f(X'). (1.93)

5(x) = 0 (x #0), /_Oo S =1, (1.94)

Observacdo dimensional

Se x tem dimensdo de comprimento, entdo J(x) tem dimensdo de inverso de comprimento.

Notas: pag 45
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A funcdo delta pode ser entendida como o limite de fungdes cada vez mais concentradas em
x =0

5(x) = lim ‘°"”(':X) (1.95)
m—00 e

5(x) = A@m%e—mzxz, (1.96)
. €/ T

5(x) = lim X2/+€2 (1.97)

Todas essas sequéncias satisfazem a propriedade de filtragem (1.93).
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Pode-se provar o exemplo (1.95) pelo uso da propriedade de filtragem:

/ " dx (%) (x) = £(0). (68)

— 00

Substituindo (1.95) na equagdo acima, temos que provar que é verdade que:

5(x) = lim / ¥ xS _ ) (69)

m—oo [ o X
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O Plot mostra o que acontece com o integrando de (67) nos limites m — 0 e m — oo

Wolfram Mathematica | Home EpiTion Leaming Center | Wlfram Community | Demenstrations

£[x] 2= xA2;

A= Table[(x, (£[x]-£[0]) /xSin[x]/ (n) }, {(x, X0, xf, dx}];

B = Table[{x, (£[x]-£[0])/xSin[mx]/(n) ), (x, X0, xf, dx}]:
ListLinePlot[(A, B}, PlotLegends » {"m=1", "n=" <> ToString [m]}]

Cutl394]-
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O valor principal de Cauchy é uma funcdo generalizada definida por sua acdo sob uma integral
com uma fungdo arbitrdria f(x):

Xp—€ 00
9’/ ———dx = lim [/ f(X)dX%—/ f(X)dx] (1.104)
X — X0 e—=0 |/ o X—Xp xo4e X — X0

Remove-se um intervalo simétrico ao redor da singularidade.

Interpretacao
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A integral comum diverge:

[.5
1 X
1 1
[ mm [ S)
-1 e—0 € X

Mas o valor principal é:

As divergéncias se cancelam e o valor é zero.

Notas: pag 48
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Existem fungdes que n3o convergem ponto a ponto, mas convergem dentro de uma integral.

Exemplo:

™

N3o convergem como fungdo, mas convergem como distribuicdo.

Notas: pag 49
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Quando € — 0:

X * ie
@ N3o converge como fungdo

@ Converge como distribuicdo

i 1
lim .
e—0+t X £ /€

= @% F imd(x) (1.105)
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Partimos da identidade:

1 X — Xp . €
_ 1.106
X —xp * i€ (X*X0)2+62:FI(X*XQ)2+€2 ( )

Separando:

@ Parte real
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Usamos:

1 €
S(x—x0) = lm ~— <
(x = 0) 0k (x —x0)? + €

Logo:

nm/#ghﬁwzwam)

Resultado

Parte imaginaria — Finf(xo)
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Observe:

X — Xp 1 (x — x0)?

(x—x0)2+€2  x—x . (x — x0)% + €2

Quando |x — xp| > ¢, o fator tende a 1.

Perto de x = xp, a funcdo é impar e sua integral se cancela.
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Funcdo impar = cancelamento simétrico.
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Iim/ _ D 4 _9»/ ) i T inf(x)
X — Xp

X —Xxg tie

1 1
li = ] - 1.1
0 x — Xo £ i€ gjx — X0 F imd(x = o) (1.105)
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1 1
li = iTd(x — Xp)- 1.105
el—%x—xozl:ie X—XOZF”T (x =) ( )

A igualdade é simbdlica: ganha significado quando multiplicamos por uma fung3o teste f(x) e
integramos sobre x.
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A identidade algébrica é:

1 X — Xo . €

x—xoEic (x—xP+e  (x-x)Pte

(1.106)

@ A parte real gera o valor principal (corte simétrico da singularidade).

@ A parte imagindria gera a fungdo delta, via limite da forma Lorentziana (Eq. 1.97).
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1
li =@ imd(Xx — Xp).
el—rpox—xozl:ie x—xosz (x =)

Singularidades reais s3o regularizadas deslocando o polo para o plano complexo.

O deslocamento =+ie codifica informagdo causal.

A parte imagindria produz a delta (contribui¢do localizada).

o
o
@ No limite, a parte real produz o valor principal (simetria).
o
o

A identidade é vilida no sentido de distribuicdes.

A\
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Transformadas de Fourier com polos reais.
Relagdes de dispersdo (Kramers—Kronig).
Fungdes de Green e propagadores (prescri¢do causal).

Teoria quantica de campos (prescri¢do de Feynman).

éptica e resposta linear (parte real vs parte imaginaria).

v

Ideia Central

A férmula separa uma singularidade em duas contribuigdes: uma distribuida (valor principal) e
outra localizada (delta).

A\,
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A fungdo degrau de Heaviside ©(x) é definida por

0, x<0
O(x)=< " ’ 1.107
(x) {1, x > 0. ( )

A func3o delta é a derivada da fungdo theta:

dO(x)
dx

= §(x). (1.108)

[ d(x) mede a descontinuidade de ©(x).
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Uma representacdo util é

e
00) = lim —— [ 9%
e—0 21 J_ o k+ie

@ A prescricdo +ie imp&e causalidade.

ntinuidade em x = 0 surge da estrutura de polos.
636
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A func3o sinal sgn(x) é definida por

d -1, x<0,
sgn(x) = —|x| = {1 >0 (1.110)
Uma representacdo conveniente é
sgn(x) = -1+ 2/ i(y) dy. (1.111)

[ sgn(x) € a integral da funcgdo delta.
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Definicdo via fungdo teste:

N Jf(r), rFev,
/\/ dBrin)sr—r)= {07 Vv, (1.112)

Definicdo menos formal:

1, r=0€eV,

(1.113)
0, r=0¢V.

§(r)=0 (r#0), /Vd3r5(r):{
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Em coordenadas cartesianas:

5(r) = 3(x)3(y)d(2). (1.114)

Em coordenadas cilindricas e esféricas:

o) = =IO Ie=2) _ A= DB-006=0) gy
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Para v = 0, definimos a delta radial:

/OO dré(r) =1. (1.116)
0

A delta tridimensional tem dimens3o de inverso de volume.
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Se xp e yp representam o mesmo ponto:

/d"’xa(x—xo) = /d’\’y(s(y—yo) (1.117)

Usando o Jacobiano:

3(x = 20) = by = 0) (1.118)

|J(x,y
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Representacdo de Fourier:

5(r—1) = (zjr)a [ eten. (1.119)
Integracao sobre superficie:
f(rs)
d3rf(r)o :/dS. 1.120
[ el = [ as s (1.120)
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2 v _1 i —4r(r — ). (1.121)

Segunda derivada:

0% 1 3Brirm—r’bem 471
- = - — . 1.122
onlOrm r ro 3 Okmd(r) ( )
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Para r # 0:

1
V2 =o.
r

Integrando sobre uma pequena esfera:
1 N
/ Prv?> :/dS (—2) — —4n.
v r S r

V2% = —47ni(r).

Logo,
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1.6 Analise de Fourrier



Toda fungdo periddica f(x + L) = f(x) possui representacdo em série de Fourier:

o0
Fx)= Y Fmem™IL, (1.123)
m=—00
Os coeficientes s3o dados por
R 1 [t .
fm =7 / dx f(x)e~2mmx/L (1.124)
0
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Para fungdes n3o periddicas, a soma torna-se uma integral:

f(x) = / dk f(k)e™. (1.125)

f“‘(k):/ dx f(x)e™ . (1.126)
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Se f(x) é real, entdo:

f(x)=f*(x) = F(k)=F"(=k). (1.127)

A transformada de uma func3o real possui simetria hermitiana.
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No dominio temporal, convenciona-se escrever:

g = e [ dug(ule ™, (70)

g(w) = / dt g(t)e™?. (1.128)
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Para uma fun¢do f(r, t):

fr, t) = (27104 / d3k / duw f (k|w)e/(kr=«1), (1.129)
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f(k|w) = / d3r / dt f(r, t)e(kr=wt), (1.130)

[ Convengdo simétrica: todos os fatores (27r) aparecem na transformada inversa.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



/ " dtgi(Dat) = o / " o 87 ()a(w). (1131)

—0o0 —00

O teorema de Parseval afirma que o produto interno de duas fungdes é preservado na
transformada de Fourier.
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A prova segue substituindo a transformada inversa

1

g(t) = 5. [ dwlw)e

na equacdo de Parseval e utilizando a representacao integral da fungdo delta.

A ortogonalidade das exponenciais complexas gera a funcdo delta.

Prof. Dr. Rafael C. R. de Lima (UDESC — CCT) Eletrodindmica Cldssica



Define-se a convolugdo de f(t) e g(t) como

h(t) = /Oo dt’ f(t —t')g(t). (1.132)

—0o0

[ A convolucdo mede como uma funcdo “filtra” ou “suaviza” outra.
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O teorema afirma que

h(w) = f(w)g(w). (1.133)

Convolugdo no dominio do tempo corresponde a multiplicagdo no dominio de frequéncias.
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Substituimos as transformadas inversas:

h(t) = / dt’ [;ﬂ / dwf(w)e"w(”’)] [;ﬁ / dw'g—(w')efW’f’]. (1.134)
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Reorganizando as integrais:

he) = o / duwe ! F(w) / du (o) [;ﬁ / dt’efw’w)f’]. (1.135)
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A integral em colchetes produz a delta de Dirac:

Portanto

h(t) = — / dw e Wt (w)g (w). (1.136)

Comparando com a transformada inversa, obtemos

h(w) = F(w)g(w).
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A convolucdo aparece quando um sistema responde a estimulos ao longo do tempo ou do
espaco.

h(t) = / T (- t)g(t) dt (71)

—00

A convolug¢ao soma todas as contribuicdes do passado para determinar o valor atual.
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Cada valor de g(t') produz uma resposta f(t — t').
O resultado final é a soma de todas essas respostas.

Ideia central

resultado = soma das respostas a todos os estimulos
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Se um sistema é
@ linear
@ invariante no tempo

entdo sua saida é

onde
@ x(t) é a entrada
@ h(t) é a resposta ao impulso

e y(t) é a saida

Eletrodindmica Classica
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Imagine jogar pedras em um lago.
Cada pedra produz uma onda f(t).
Se varias pedras s3o jogadas em tempos diferentes g(t):

alturadadgua="~Fx*g

As ondas simplesmente se somam.

Eletrodindmica Classica
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No dominio do tempo:

h(t) = £(t) * g(t)

No dominio de frequéncias:

h(w) = f(w)g(w)

A convolugao vira multiplicacdo apds a transformada de Fourier.
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Eletrostatica
p(r) 3.
= 7d
o(r) /|r— | r
Equacoes diferenciais

solucdo = G x* fonte

onde G ¢ a funcdo de Green.
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Sempre que aparecer uma integral do tipo

/ f(x —xg(x")dx

pense:

[ efeito acumulado de contribuicdes deslocadas

A convolugdo descreve como um sistema propaga ou espalha informacao.
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Considere

Entao

-
(Re[A]Re[B]) = ;-/0 dt Re[A]Re[B] = %Re[ab*]. (1.137)
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Escrevendo
1 *
1 .
obtemos
1 T —2iwt * k2wt * *
(Re[A]Re[B]) = T dt{abe + a*b* et + ab™ + ba*}. (1.138)
0

Os termos oscilatdrios se anulam na média.
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Restam apenas os termos constantes:

(Re[A]Re[B]) = %(ab* +a'h) = %Re[ab*]. (1.139)
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Considere

f(x)= > d&(x—2mp).

p=—00
Esta fungdo é periédica em [—m, 7).
Coeficientes de Fourier:
2 1
fm = —.
mo;
Logo
f(x) 1 i e/mx 1+1§:cos( )
xX)=— =—+ - mx).
2T 2r 7
m=—00 m=1
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1.7 Transformacdes Ortogonais



Considere dois conjuntos de vetores unitarios ortogonais

~ A~ A~ ~l ! Al
(61762,63), (61,62763)
Cada conjunto forma uma base completa no espaco tridimensional.
Podemos escrever

& = Ajé (72)

@ Ajj sao chamados de cossenos diretores

@ Eles descrevem como uma base é obtida da outra
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Usando o fato de que os vetores s3o ortonormais:

8.8 = o
Substituindo é; = Ajéx:
Isso implica
AAT = | (74)

[ A transposta de uma matriz ortogonal é igual a sua inversa.
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Tomando o determinante da relacdo

AAT = |
obtemos
det(A) det(AT> ~1
como
det(AT) = det(A)
entao
(det A)? =1 (75)
det A =41
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Existem duas classes:

detA=1

detA= -1

Transformagbes ortogonais preservam angulos e comprimentos.
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Uma rotacdo no plano xy pode ser escrita como

cosf sinf O
A= | —sinf cosf 0
0 0 1

@ gira o sistema por um angulo

@ preserva distancias
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Uma reflexdo em rela¢do ao plano x = 0:

o = O
= O O

@ inverte o eixo x

@ muda orientacdo do espaco
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O vetor fisico permanece o mesmo, mas o sistema de coordenadas muda.

r= r,-é,- = r,’é‘,'

Substituindo
Al ~
& = Ajé
obtemos

ri = Ajrj (76)

[ A matriz conecta componentes do mesmo vetor em bases diferentes.
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Aqui o sistema de coordenadas permanece fixo.
O vetor é que ¢ transformado:

v = Ar

@ o vetor muda

@ o sistema de coordenadas permanece

Transformag3do ativa: mudamos o vetor.
Transformacg3o passiva: mudamos a base.
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1.8 Tensores Cartesianos



Tensores s3o objetos matematicos definidos pelo seu comportamento sob transformacoes
de coordenadas.

Em particular, estudamos como grandezas fisicas transformam sob rotacoes.
Nesta secdo usamos o ponto de vista passivo:

@ o vetor fisico permanece fixo

@ o sistema de coordenadas muda
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Um tensor de rank O possui apenas um componente.
Ele é um escalar.
Sob transformacdo de coordenadas:

f'(r) = f(r)
Ou seja, o valor ndo muda.
Exemplos:
@ temperatura
@ densidade

@ potencial elétrico
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Um tensor de rank 1 possui trés componentes.
Sob rotacio:

V=AY,

1

Esse é exatamente o comportamento de um vetor.
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Um vetor geométrico pode ser escrito como

V =V§
Apds transformacdo da base:

V=Vé
Logo

Vi = AV,
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Uma propriedade essencial:

ViV) = AjVjAi Vi

Usando

A,'J'A,'k = 5jk
obtemos

VIV = VY,

Portanto o comprimento é preservado.
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Um tensor de rank 2 possui nove componentes.
Sua transformacdo é

T = AikAjm Tkm

Cada indice transforma como um vetor.
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Um tensor de rank 2 pode ser escrito como

T =6T;é

Chamamos isso de dyadic.
Ele representa uma combinacdo linear de pares de vetores.
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O tensor identidade possui componentes

e pode ser escrito como
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Para qualquer vetor

ou

l-v=v

Ou seja, o tensor identidade n3o altera o vetor.
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Considere o operador gradiente

Aplicando a regra da cadeia:

o\ _ , O
(52) =2,

Logo o gradiente transforma como um vetor.
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Agora consideramos transformac¢bes ortogonais gerais com

detA = +1

Casos:
@ rotacdo — detA=1

@ reflexdo ou inversio — det A = —1
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Considere

m=pxw

Em componentes:

mj = €jjk PjWk

onde ¢y é o simbolo de Levi-Civita.
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Ap6s transformagdo ortogonal:

m; = (det A)Ajgmg

Logo aparece um fator extra

det A
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Quando

detA=1
o vetor transforma normalmente.
Quando

detA=-1

surge um sinal extra.
Chamamos isso de
pseudovetor ou vetor axial.
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Vetores polares

@ posicao

@ velocidade

@ campo elétrico
Vetores axiais

@ momento angular

@ torque

@ campo magnético
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axial x polar = polar

polar x polar = axial

axial x axial = axial
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Para inversao:

r—r =—r

Todo vetor polar obedece
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Vetores axiais respondem diferente:

Eles n3o mudam sinal na invers3o.
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A equacdo de Ampere:

V x B = pioj
@ j é vetor polar
o V é vetor polar
Logo
B

deve ser um vetor axial.
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1.9 O Teorema de Helmholtz



Enunciado:
Um campo vetorial arbitrario C(r) pode ser decomposto como

C=C,+C (77)

onde

V'CJ_ZO € VXC”:O (78)
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Uma representacdo util é:

C(r) =V x F(r) — VQ(r) (79)

e Parte solenoidal: V- (V x F)

=0
e Parte irrotacional: V x (VQ) =0
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Os potenciais sdo dados por:

Q(r) = 1/d3r'w (80)

47 lr — |

1 v/ x C(r)
Fi=— [ &* ——~ 1
0= [ (81)
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O resultado é vélido para campos:
o Estdticos

@ Dependentes do tempo

Desde que as integrais converjam.
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Usamos a identidade da delta:

C(r) = /d3r’C(r’)5(r —r) (82)
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Substituindo:

(84)
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Usando a identidade vetorial:

VZA=V(V-A) -V x(VxA) (85)

_ rofpew (S VL2 /3,, c
C= 47TV/drV <|r—r’| +47TV>< d’r'v’ x v (86)

obtemos:
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Aplicando:
Vi(lr—=¥])=-V'f(r-¥)) (87)
obtemos:
C V'-C 1
/ —_— = —_— — . /7
e e R (88)
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Apds reorganizacao:

C v.c _, [/ C
V(wa)‘wﬂ‘v'erﬂ (89)

C V' xC _, C
VX(M—&)‘M—A‘VX<v—ﬂ) (50)

e de forma anidloga:
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Substituindo tudo:

C(r) = —V/d3 !

+ termos de superficie (92)

/
C
+ VX/d3r'v . (91)

—r’] lr — |
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Os termos extras viram:

C C
P = / -
/dS rerri /dS e (93)

Eles desaparecem se

C(r) — 0 mais rapido que % (94)
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Obtemos exatamente:

C(r) =V x F(r) = VQ(r) (95)

com §2 e F dados anteriormente.
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Suponha duas decomposicGes:

W=C;-C, (96)

Ent3o:

V-W=0, VxW=0 (97)
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Segue que:

VW =0 (98)

e usando identidade de Green:

/yVW|2d3r:/ds-wvw (99)
% S

Se W — 0 no infinito:

W=0=C;=C, (100)
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